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Indledning. 


Det er en indtil Trivialitet gjentagen Sandhed, at intet Fremskridt i Historiens Fpb er skeet pludseligt; der gives 
intet Spring i Udviklingen; alle Reformer komme vel forberedte. Erkjendelsen heraf kunde, for en overfladisk 
Betragtning, synes at betage de enkelte Masnd, til hvis Navn disse Reformer som oftest have vasret knyttede, 
noget af deres Storhed; men i Virkeligheden vil den npie Underspgelse af hine forudgaaende Fremskridt, der in 
nuce indeholder de Tanker, disse Masnd havde slaaet fast, meget mere bckrrcftc deres Storhed, idet denne 
saameget bedre forstaaes. Underspgelsen vil vise hine fprste Begyndelsers Uklarhcd og Frygtsomhed, der 
modsastter sig at forlade de slagne Veie; idet den afslprer, hvorledes de nye Tanker hist og her vinde Rum og 
Udbredelse, lader den endnu almindeligere og tydeligere se, hvilken /Erefrygt der omgiver det bestaaende, og 
samtidig, som den giver os 0ie for, at der maa en Opdragelse til, fpr den Enkelte kan fp re sin Reform frem, lasrer 
den os just det at kjende, der ved at mpde hindrende gjennem saa lange Tider, giver det bedste Vidnesbyrd om 
dens sande Betydning, hvem Fremskridtets endelige Sek skyldes. 

Disse Betragtningers Sandhed vil gjpre en saadan 

Underspgelse til Pligt for enhver, der agter at bestemme, med hvad Ret dette eller hint Fremskridt tilskrives en 
enkelt; men det her foreliggende Emne gjpr det, af flere Grunde, yderligere npdvendigt at fpretage et saadant 
Tilbageblik. 

Poncelefs Betydning er knyttet til Tilblivelsen af den möderne Geometri. Det er bekjendt, at man finder Spor af 
modern-geometriske Emner, saavel Sretninger som Problemer allerede hos de Gamle. Det ligger derfor nrer at 
tro, og kan hpres paastaaet, at en modem-geometrisk Tankegang allerede skulde vasret de Gamles Eie, at den 
perspektiviske Projektion eller lignende skulde v re ret dem bekjendte Bevismidler. Dette er, efter vor Formening 
paa den ene Side en Overvurdering af de Gamles Geometri, og paa, den anden en Miskjendelse af dens Karakter, 
som det derfor gjrelder at paavise og rette. 

Fignende gjrelder flere af de Tilsprang til Poncelefske Theorier, der lade sig paavise i den senere Udvikling, og 
navnlig er det ikke, uden Betydning, naar saadanne Forgjrengere vitterlig i en senere Tid ere glemte, saa deres 
Indflydelse paa Udviklingen og det endelige Gjennembrud er illusorisk. Uden at vi her vil udtale os om de 
sreregne aandelige Kanaler, ad hvilke Ideerne flyde fra Individ til Individ eller fra Generation til Generation, hvis 
Paavisning trodser enhver Granskning, men som dog er Skyld i at saameget, der gaar for originalt, kun er 
Reproduktion, vil vi her kun hrevde, at der ofte ingen direkte eller paaviselig Förbindelse er mellem tel dre og 
yngre Ideer af endog stor Overensstemmelse. Naar et historisk Vrerk, som Chasles's ,Apercu historique“ dvrelcr 
ved de interessante Frembrud i tel dre og yngre Tider af Theorier, vi i gjennemfprt Skikkelse kjende fra Monge 
eller Poncelet, saa ligger det nrer at fremdrage dem paa disses Bekostning, skjpnt der hprer en Paavisning til, om 
ogsaa nogen Förbindelse existerer. 

Denne Paavisning manglerfor en stor Del i det ncevnte Vcerk 

afChasles. Vi skal lade det v re re os magtpaaliggende ialfald at forspge en saadan. Af Aarsager, hvortil vi skulle 
komme tilbage, vil det imidlertid sees, at vi her snarere har stillet den fremtidige Forskning et interessant og 
vigtigt Problem, end selv ydet noget betydeligere Bidrag til dets Fpsning. 

Men til disse Grunde kommer endnu en og for os den vigtigste. Den udspringer fra vor Opfatning af Poncelefs 



Betydning. 

Denne lasgger vi ikke alene i de enkelte store og viglige Ideer og Theorier, der gjennem ham er blevet den senere 
Geometris Eie, men meget mere sasrlig i den Omskabning af den rene Geometris Vcesen, der ved disse af ham 
ivcerksattes, og hvorved der istedetfor en lidet methodisk og generel Geometri, traadte en Geometri, modtagelig 
for den hpieste Udvikling, fordi alle dens Resultater har denfulde Almengyldighed, som man til da alene kjendte 
hos Analyse og Algebra. Denne Betydning for Geometrien gjrelder det for os at hasvde for Poncelet i den Grad, 
den tilko mm er ham, og hvori den ogsaa var ham selv bevidst. For at vise dette tydelig maa vi karakterisere den 
Geometris Vtesen, der existerede f0r ham, samt de Fremskridt i denne Retning, der skyldes hans nasrmeste 
Forgjrengere. 

Indenfor vor Opgaves Ramme ligger der saaledes efter den Besvarelse, vi maa give paa det opstillede 
S p0 rg s m aal N te r v te re n de Afhandling er paa et Par Udvidelser nter overensstemmende med vor prisbelpnnede 
Besvarelse af Universitetets mathematiske Prisopgave for 1878., fprst at karakterisere den fra de Gamle 
nedarvede Geometri, mod hvis Baggrund Poncelet's nye skal staa belyst. Dette med en Paavisning af de ovenfor 
omtalte enkelte Trask af mere modern Karakter, vi finde hos de Gamle, vil v te re Indholdet af lste Kap. 2det Kap. 
gjennemgaar de vigtigste Tilftelde af Fremskridt og Forglemmelse som Udviklingen fra Renaissancen til Monge 
opviser. 

Af sterlig Betydning for Poncelet's egen Udvikling er det fplgende Tidsrum 1794—1810, som kan kaldes den 
Monge'ske Periode. Den afhandles i 3die Kap. og 4de meddeler Gängen i Poncelet's Studier, hvoraf 
Spprgsmaalet om hans Originalitet afhtenger, samt den samtidige Udvikling indtil Udgivelsen af „Traité des 
propriétés projectivesP — Med dette 4de Kap. ender den fprste mere historiske Afdeling af Besvarelsen. De 
ntermest fplgende Kapitler drpfte de i hans ntevnte Vterk fastslaaede Hovedtanker, idet der enkeltvis gjpres Rede 
for hver ister. 

Endelig vil det sidste Kapitel, saavidt det er os muligt, belyse hans Forhold til de fplgende Mathematikere, og 
sterlig i Resumé Betydningen af „ Traité des propriétés projectives “ sammenlignet med senere Fremskridt. 

Det vil af det hele fremgaa, at vi i kk e kan dele den Opfatning af Poncelet's Betydning, som kan lteses ud af 
Chasles's to historiske Arbeider: 

,Apercu historique sur Vorigine et le développement des méthodes en géométrie, particuliérement de celles qui 
se rapportent å la géométrie möderne og „Rapport sur les progrés de la géometrie“ (en France). 

Det har i Virkeligheden vaeret os paafaldende — og det i hpiere Grad, eftersom vore Studier i Opgavens 
Anledning er skredet frem, ligesom vi vide, at denne vor Fplelse deles med os af kompetente Dommere i 
Udlandet, — at se den Kjplighed, hvormed Chasles i disse Vaerker omtaler Poncelet. 

Hvad ,Apercu historique “ angaar, laa vistnok dens Affattelsestid endnu for nter ved det Tidsrum, hvori 
Poncelet's Reformer falde, og det er derfor ikke uforklarligt, at Chasles, der selv kun er lidet yngre end Poncelet 
og som denne, direkte Elev af den Monge-Carnot'ske Skole, forskjellig fra den af os ovenfor udtalte Opfatning, 
lader sin historiske Udvikling kulminere i Monge og 

Carnot. Det er nu snart et halvt Aarhundrede, siden Planen lagdes til ,Apercu historique og Nutiden har 
selvfplgelig andre Forudstetninger, hvad angaar Bedpmmelsen af Poncelet og hans Gjerning. Men ikke desto 
mindre bliver det lige paafaldende, at Chasles efter at have afhandlet de Monge-Camot'ske Fremskridt, 
sideordner Servois, Dupin, Brianchon og Poncelet og diskuterer deres, saavel hvad Art sonr Vterd angaar, nreget 
ulige Arbeider i en ftelles Behandling. Vistnok konrnrer i denne, sonr Sägens Natur nredfprer, Poncelet til at 
ntevnes noget hyppigere end de andre og der ydes hanr Ros for forskjellige Fremskridt; nren dette er dog langtfra 
den fulde Retferdighed. Tvertimod opsunrmerer Chasles i denne Redegjprelse paany Alt, hvad der i Fortiden har 



vasret gjort, pegende i de samme Retninger, uanseet om disse Tilsprang har havt blivende Betydning, om de have 
0vet Indflydelse, der kan folges indtil Poncelet, eller ei. 

Til nogen Grad rammer en lignende Anke Chasles's Behandling af et Par af Poncelet's samtidige. Vi vil her kun 
n rev ne Gergonne, som efter vor Formening med al Hensynstagen til hans Underlegenhed överfor Poncelet dog 
bliver en af dem, der komme denne som Rivaler nrermest i den samtidige Udvikling. 

Naar vi efter dette skulle sammenfatte de Indvendinger, vi fornemlig rette mod Chasles's Fremstilling, bliver det 
folgende: 

1. Flan udhrevcr efter vor Mening Monge og Carnot paa de folgende Mrends, fornemlig Poncelet's Bekostning, 
hvorved Poncelet's (af os fremhrevede) Flovedfortjeneste afsvas kk es. 

2. Poncelet's Betydning nedsasttes yderligere ved, at der gives ham en sideordnet Stilling blandt de samtidige. 

3. samt ved Fremstilling, der tillasgger de for den Monge'ske Periode gjorte Forspg en Betydning, som, er 
vildledende for Bedpmmelsen af Poncelet. 

4. Ogsaa et Par af Poncelet'’s samtidige har faaet en, efter vor Mening, forringet Betydning. 

Men ogsaa hvad Chasles’s „Rapport etc.“, der dog er fra et langt senere Tidspunkt, angaar, har vi lignende 
Udsasttelser at gjpre, og vi kunne gjentage, at Forringelsen af Poncelefs Betydning i dette Vasrk er Gjenstand 
ogsaa for andre Mathematikeres Anke. Den ligger lige i Dagen og er synlig allerede i den Udstraskning, hvori han 
gjpres til Gjenstand for Omtale, sammenlignes med saa mange andre franske Mathematikere, medens efter vor 
Formening - det v re re engang sagt - ingen anden af Aarhundredets rene Geometere i fundamental Betydning 
overgaar ham. 

I sin .Rapport betoner Chasles netop som i ,Apercu hist.“ visse enkelte Fortjenester, der skyldes Poncelet, og 
giver ingen Fplelse af det store Flele, vi har troet at burde udhrevc. En enkelt anden Yttring maa vi desuden 
srerlig n re v ne, det er i hans Artikel om Dupin, hvor han nrevner denne som „den, der udmrerker sig i Spidsen for 
alle Monge's Elever." Med al vor /Frbpdighcd for Dupin, se vi dog heri samme Miskjendelse af Poncelefs Geni 
og hans Betydning. Der gives baade tilfaeldige og indre Analogier mellem de to store Geometere, men vi skulde 
langtfra have trenkt at sanmienstille deres Vrerd og Betydning, hvis ikke denne Yttring provocerede os. 

Af det foregaaende er det indlysende, at vi har maattet lregge et srerligt Arbeide netop paa den historiske Del af 
Besvarelsen. Men her nfodte der os en Vanskelighed, hvorover den Studerende ved vort Universitet ikke er 
Flerre. Vort Universitetsbibliothek kan nemlig som en, sammenlignet med Udlandets Bibliotheker, endnu ganske 
ung Institution, umulig stille alle de ved en saadan Underspgelse npdvendige Hjrelpemidler til Forskerens 
Raadighed. Vi maa vistnok efter Omstrendighederne v re re meget tilfredse meddet ikke ganske ubetydelige 
litterrere Apparat, det er i Besiddelse af. Men heldigvis have vi netop paa et vigtigt Punkt i kk e lidet kunnet 
komplettere dette. Under et Studieophold i Kjpbenhavn Somren 1876 have vi, saavidt Tiden tillod, benyttet den 
gunstige Anledning, de dervrerende sforre Bibliotheker byde, og fornemlig gjennemseet og gjort Uddrag af det 
Marinens Bibliothek (Spkaartarkivet) tilhprende Exemplar af Gergonne's ,Annalef\ af h vil ken Journal vort 
Universitetsbibliothek kun eier de 7 forste Bind. For den sjeldne Velvilje og Liberalitet, hvormed vi mpdtes af 
dette Bibliotheks Funktionasrer benytte vi herved Anledningen til at udtale vor forbindtlige Tak. Ligeledes ere vi 
de Herrer Bibliothekar ved det kongelige Bibliothek i Kjpbenhavn Chr. Bruun, for et Laan hidop af et Par 
Udgaver af Apollonius, og Universitetsbibliothekar Drolsum i Kristiania for velvillig Bistand ved forskjellige 
Leiligheder meget forbundne. 

Med Hensyn til vore Kilder henvise vi til Noterne. Hvad andre Hjrelpemidler angaar, skulle vi foruden Chasles's 
ovenfor nasvnte Arbeider srerlig nrevne Dr. H. G. Zeuthen's „Historiske Bemrerkninger" om Dualitetsprincipet, 
hvis srerdeles lrererige Fremstilling har vreret os til stor Nytte, ligesom vi ogsaa ellers staa i Gjreld til denne 



udmrerkede Geometer for enkelte mere specielle Oplysninger og Vink. Ved Fremstillingen af Kap. I have vi, 
hvor vi ikke selv have kunnet anstille nogen Kontrol ofte benyttet Hankel „Zur Geschichte der Mathematik im 
Alterthum und Mittelalter". 

Da allerede vor Opfatning om Poncelefs Stilling til den möderne Tid og i det hele af Hovedtrrekkene i 
nrervrerende Besvarelse var bleven fast hos os, blev vi i en Anmeldelse opmrerksom paa, at en anden Bog af 
Hankel: „Die Elemente der projectivischen Geometrie in synthetischer Behandlung“, (1875) efter Forfatterens 
Dpd udgivet af Dr. A. Harnack, i sit Indledningskapitel indeholderen vcl sk reven kortere Oversigt over den 
möderne Geometris Historie. Ved at gjpre os bekjendt med Bogen gjenfandt vi i denne Oversigt meget af, hvad 
vi selv var kommen til, aandfuldt og slaaende fremsat. Paa et Par Steder vii man finde, at vi har gjort Brug af 
denne Oversigt; men ellers har Bogen kun forsaavidt v re re t os til Hjrelp, som vort Flaab om at have givet en 
objektiv Fremstilling ved den er bleven styrket. 


I. 


Det er for vort 0iemed npdvendigt fprst at give en kort Fremstilling af det karakteristiske ved de gamle Grcekeres 
Geometri, dels som det Grundlag, hvorpaa al Efterverdenens senere geometriske Studier hviler, dels fordi de 
Mangler, der klasbe ved de Gamles hele Methode, er af den stprste Betydning for Forstaaelsen af den senere 
historiske Udvikling. 

Naar man tager de Gamles totale Mangel af et mathematisk Tegnsprogl i Bctragtning. maa man forbauses over 
den Udvikling, hvortil de bragte Mathematiken. Den Flid og Udholdenhed, de har vist ved, - gjennem ofte 
besvrerlige Methoder og altid det langsomme og tungvindte Apparat, Led for Led at maatte udtale alle sine 
Rresonncmenter, der end i kk e lettes ved det simple Lighedstegn - at trrenge dybt ind i vanskelige Theorier, 
minder os uvilkaarlig om den Energi, hvormed endda reldre Tiders Lolkeslag med de mest primitive mekaniske 
Hjrelpcmidlcr förstod at bygge sine Pyramider og cyklopiske Murc, eller udhule Templer i Klippen. At under 
disse Omstrendigheder navnlig rent algebraiske Studier maa vanskeliggjpres er let at forstaa. Det er ogsaa vrerd at 
lasgge Mrerke til, at Grrekerne udenfor de rent geometriske Studier isrer har lagt sig efter visse taltheoretiske 
S retninger 

hvorved geometrisk Anskuelse har v re re t dem en nrerliggende Hjrelp (Polygonattal etc.)2 samt f. Ex. 

Proportioner, i hvis Behandling de opnaaede en stor Frerdighcd, og hvor de ogsaa stadig kunde have Anledning 
til geometrisk Anvendelse. Enkelte af deres algebraiske Kundskaber opnaaede de ogsaa direkte gjennem sine 
geometriske Resultater, saaledes Begrebet om irrationale Storrelser ved den pythagorreiske Lreresretning. Naar 
man videre tager i Betragtning, at de til Anskuelse af Produktet af to eller tre Tal altid tyede til Rektanglet og 
Parallelepipedet,3 ligesom de i det hele udledede ful ds trend i g geometriske Analogier til en stor Mrengde 
Sretninger, som for os möderne har den mest afgjort algebraiske Karakter, saa maa vi erkjende Grrekerne som 
Geometere par excellence, noget, hvorom vistnok ogsaa alle ere enige. 

Flave end i kk e Grrekerne skabt selve det geometriske Studium, idet de nemlig forefandt et saadant hos reldre 
Kulturfolk (fornemlig TEgypter), saa have de dog Fortjenesten af, at have skabt Geometrien som Videnskab og 
uddannet den til et hpist mrerkeligt og beundringsvrerdigt/njt System. Af stprste Betydning er herved den logiske 
Strenghed, hvormed dette System er bygget, og hvori de have afgivet et Mpnster for al Eftertid. 

Den greeske Geometri gaar udfra et Faatal med beundringsveerdig Skjonsomhed opstillede Axiomer, samt en 
Samling strengt definerede Begreber, hvorfra de gjennem en sammenheengende Rcekke aldrig svigtende 
Deduktioner udleder en overordentlig Mcengde Enkeltheder. 

Det er lykkes de grreske Mathematikere at uddanne en Geometri, der er sig sine metafysiske Udgangspunkter 
npie bevidst, hvor hvert Skridt sker med den strengeste Begrundelse, og hvis Resultater afsl0re en Mrengde 



vigtige og interessante Kjendsgjerninger. Det hele udgj0r et fast Kontinuum, hvor alt straaler ud fra én Kjerne, de 
bestemt fastslaaede Axiomer og Definitioner. 

Saa beundringsvasrdigt end det Hele er bygget, hvad Rcesonnementets Soliditet angaar, saa har alligevel 
Deduktionen en karakteristisk Egenskab, der altid vil st0de den möderne Forsker, nemlig den i deres 
Bevismaader raadende fuldstamdigeVilkaarlighed. Skal man i Korthed karakterisere Methoden i deres 
Deduktioner, maa man lade sig n0ie med at betegne den som vassentlig bestaaende i Anvendelse af Kongruents- 
og Ligedannethedsscetninger (Proportioner), idet enhver bestemtere Karakteristik er umuliggjort, fordi Grrekerne 
overhovedet manglede Enhed i sin Bevismethode', hvor skj0nt og fast i sin logiske Stringents hele Systemet 
virker, saa falder det dog i Henseende til Detaljernes Enhed i lutter Stykvvasrk. Til Gjengjreld glimrer en saa 
meget st0iTe Virtuositet. 

Og ligesom denne Anke over Mangel paa Enhed gjrelder Beviserne for de enkelte Sretninger, saa gjadder den om 
muligt i endda hpiere Grad disse Sretningers, Resultaternes brogede Mrengdc. Man kan maaske udtrykkc denne 
Karakter ved de Gamles og den fra dem nedarvede Geometri: den udgj0r et fast, men kunstigt, ikke organisk 
Hele. Almindelige Methoder, almindelige Principer mangler fuldstrendig den grreske Geometri. Den enkelte 
Sretning, som Individ, og dennes Tilbagefprelse til en eller anden allerede i Systemet opstillet Sretning ved en 
Deduktion, grundet paa Muligheden af at kunne drage visse Hjelpelinjer, paavise visse kongruente eller 
ligedannede Triangler, deri bestaar den gamle Geometris Gjenstand. Denne Tendents efter at individualisere 
Sretningerne gaar til den Yderlighed, at ofte en og samme Sretning, hvori en vis Linje kan falde tilhpire eller 
tilvenstre for en vis anden, opstilles og udtales som to forskjellige Sretninger og bevises hver for sig, og saa stor 
er Grrekerens Mangel paa Fplelse for Enhed, at han kan bevise to saadanne Specialtilfrelde af samme Theorem 
efter vidt forskjellige Betragtningsmaader. 

Denne Eiendommelighed ved Grrekernes Geometri forklares let af Mangelen paa Tegnsprog og den deraf 
flydende algebraiske Ubehjrepelighed. Begreberne positiv og negativ findes alene hos den i alle Henseender 
ganske enestaaende Diophant, og deres geometriske Betydning, som formidlende Övergången mellem to 
beslregtede Figurer, laa fjernt fra Grrekernes hele geometriske Opfatning. Heller i kk e opstod disse Konceptioner 
hos de Nyere f0r paa et langt fremskredet Standpunkt. At dog Grrekernes Geometri ikke er forbleven ganske 
uudviklet i den her omtalte Henseendeskal vi snart kunne nrevne Exempler paa. Hankels Taushed paa dette 
Punkt gj0r i vore 0ine hans Fremstilling her en Smule ensidig og hans Dom noget for streng. 

At selve den formale Stringents i Förbindelse med den just omtalte Mangel paa Overblik, Enhed, almindelige 
Principer maatte tynge deres Fremstilling vil man let indse. En enkelt Side heraf vil vi fremhreve nemlig den i 
yderste Detalj gaaende uafladelige Paavisning af, at det allevegne ogsaa virkelig er muligt at udfpre de i Beviset 
omtalte Konstruktioner o. s. v. Her fremdrages ofte for at faa bevist den trivialeste Kjendsgjerning det hele 
Apparat med kongruente Triangler o. s. v. Intet överlädes den umiddelbare Anskuelse af Figurerne,4 (saaledes 
som det er karakteristisk for Indernes Mathematik, og hvori denne ligner Nutidens, der har - Erfaring fra 
Algebraens Love). 

Endskjpnt de grreske Mathematikere f. Ex. under Studiet af Keglesnittene fandt en Mrengdc Sretninger af 
almindelig Natur, der omfattede tidligere fundne Sretninger om Cirkelen og den rette Linje, og skjpnt man 
exempelvis af en Ytring hos Eudemus,5 at „Platons Elev Theudius forfattede gode Elementer, hvori han 
udvidede meget specielt," ser, at A1 m i n de 1 i g gj 0 re 1 s c n af det specielle i kk e helt og holdent har undgaaet deres 
Opmrerksomhed, maa det dog i det hele og store fastslaaes, at Generalisation i den möderne Betydning af Ordet, 
et med vore Dages Mathematik ulpselig sammenbundet Begreb, i kk e eller saagodt som ikke existerer for de 
Gamle. For dem er Gängen for at benytte et Udtryk af Hankel „fra Enkelthed til Enkelthed, fra simpelt til 
sammensat," og denne Karakteristik passer paa alt, hvad der er os levnet af deres mathematiske Litteratur ligefra 
Hipparch til Pappus. Som Typus kan bedst nrevnes Euklid's Elementer (Exotxeta). Og efter ham som Mpnster 
dannede de synthetiske Geometere sig efter Renaissancen. I formal Logik staar han ogsaa paa Hpidepunktet af, 



hvad der er prassteret, saa man med Rette kan prise Efterverdenen heldig, der fik ham til Lasremester heri. 

Denne geometiiske Litteratur, der studerede Geometrien rent, for dens egen Skyld, med den mpnstervasrdigste 
Strenghed, 

men uden Enhed i Princip og Methode og som oftest uden Paavisning af end de simpleste Analogier mellem 
Resultaterne indbyrdes, forefandtes i spredte Levninger ved Videnskabernes Gjenopblomstring. Den blev da et 
Mpnster, der me sten stod uopnaaeligt med hensyn til Logik og Stringents; men den kom ogsaa til at sastte sit 
Masrke paa den fplgende Geometri, hvad dens Mangler angaar. Aarhundreder efter Videnskabens Gjenfpdelse 
forfattedes de synthetiske Vasrker i stprste Overensstemmelse med de gamle Forbilleder; naaede man end ikke 
altid de Gamle i Deduktionens Stienghed, saa vai' Bevismethodernes Vilkaarlighed og Mangelen paa almindelige 
Principer fuldstasndig tilstede. Men ved Renaissancen gjorde derimod Algebraen Fremskridt, der satte denne 
Videnskab i Besiddelse af saavel Methode som Almindelighed i sine Besultater, derfor maatte efterhaanden den 
gamle synthetiske Geometri komme noget i Miskredit, og da Descartes skabte den analytiske Geometri, forstaa 
vi let, at Synthesen var fuldstasndig distanceret; hvormeget enhver endnu beundrede dens solide Rassonnementer 
og Evne til at uddanne den formale Logik, blev den efterhaanden betragtet som uskikket til synderlig Udvikling. 
Den sank ned til at blive Elementarskolens Eie. 

Men inden vi forlade de Gamle og deres Vasrker, maa vi omtale en Raskke lpsrevne Resultater, hvortil de vare 
naaede, og som ere af Vigtighed, som Elementardele for den Geometri, der siden blev istand til at breve 
Synthesen til Analysens Almindelighed i Methoder og Resultater. 

Blandt den M ren g de Theoremer, vi skylde Grrekcrnc, kan det nemlig ikke forundre os at finde ikke ganske faa, 
henhprende ogsaa til de Grene af Geometrien, som man kalder Transversaltheori og projektivisk Geometri, og 
hvis Udvikling til Videnskab vi senere skulle se fprst tilhprer vort Aarhundrede og specielt Poncelet og hans 
umiddelbareste Forgjrengere. Vi skulle i det fplgende betragte saadanne antike Sretninger, der senere have vist 
sig af fundamental Betydning for möderne Betragtninger. 

Endskjpnt muligens af disse Grrekcrncs Opdagelser den harmoniske Deling hprer til de re 1 ds te, skulle vi dog, da 
denne fprstforekommer hos Apollonius, begynde med at nrevne Porismerne, det tabte Skrift af Euklid, som i 
Oldtiden regnedes for hans subtileste Arbeide, og som gjennem Pappus's korte Citater for ny ere Geometere blev 
baade en celeber Gaade og en manende Stemme, der kaldte ind paa visse ubekjendte og ubetraadte Enemrerker. 
De tre Bpger Porismer (I Iopiouara) har bevislig indeholdt dybtgaaende Underspgelser henhprende til 
Transversaltheorien og udtalt flere vigtige projektive Egenskaber. Saameget indlyser nu, da disse Theorier ere 
fuldt bekjendte, ganske tydeligt af Pappus's kortfattede Citater og Bemrerkninger. Men da Porismernes Gaade 
fprste Gang spgtes lpst, kom selv Masnd som Halley,6 der var npie fortrolig med Grrekernes efterladte og tabte 
Vrerker og havde restitueret flere af de sidste, paa Grund af Ubekjendtskab med disse möderne Grene af 
Geometrien, kun til at erklrere sin fuldstasndige Magteslpshed overfor dette Spprgsmaal. Hertil bidrog ikke alene 
det dunkle Indhold. Ogsaa selve Porismernes Form var af Pappus kun uklart meddelt. Fprst Rob. Simson 7 angav 
1720 enkelte af Porismerne og dermed tildels den Vei, ad hvilken Problemet stod til at lpse. Saaledes stod 
imidlertid Sagen endnu uopklaret, men dog pegende i bestemt Retning gjennem hele forrige Aarhundrede. At 
Geometernes Opmasrksomhed endnu var henvendt paa den, derom vidner Montucla 's varme Ord i hans 
Mathematikens Historie.8 Da Spprgsmaalet om Problemets Lpsning fprst efter 1830 indtraadte i en vassentlig ny 
Fase ved Chasles's interessante, skjpnt i Detaljen dristige Fortolkning,9 er det for vor Opgave alene vigtigt at 
konstatere den vaskkende Indflydelse, Euklid's tabte Vasrk har 0vet, idet det stadig tydeligere har pegt paa et vist 
Felt, hvor der var noget at finde for en opmasrksom Gransker. Det er et interessant Trast, at netop et Vasrk af 
Euklid, den nyere Tids Lasremester i antik Geometri, skulde give disse Vink om Tilvasrelsen af hele geometiiske 
Felter, hvis Studium skulde bidrage til at l0se de trykkende Baand, som de Gamles Methode havde paalagt, og 
bringe den Frihed ind i Geometrien, som denne havde savnet. 



Dette tabte Vrerk har derfor en interessant Betydning iGeometriens Historie. Det har maaske bidraget ligesaa 
meget til at fremskynde den möderne Geometri, som de af de Gamles efterladte Scetninger og Problemer, der 
ber0re disse Emner. Thi om disse gjrelder det f0rst og fremst, at deres l0srevne og rent individualiserede Stilling i 
h0i Grad lader dem tabe deres Karakter. Skj0nt de ere temmelig talrige, have de derfor havt overraskende liden 
virkelig lndflydelse paa Udviklingen, og det er nästen alene enkelte Problemer, der som saadanne have vreret 
skikkede til at srette, den senere Tids Ideer i Bevregelse, og som have spillet en Rolle i Udviklingens Historie 
analogt med Porismerne, hvis Betydning jo ogsaa var den at staa som et Problem. Om man derfor end kan 
eftervise (som Chasles har gjort i sin Apergu hist.) mange Detaljer hos grreske Geometere, der nu have sin Plads 
i den möderne Geometri, ja dér ere af fundamental Betydning, da ligger selvfplgelig ikke heri, at disse de Gamles 
Sretninger tillige altid have havt nogen, end sige en tilsvarende lndflydelse paa Udviklingen. 

Dette gjrelder dog maaske mindre om de af saadanne Sretninger, der forekommne hos Apollonius, hvis Vrerkcr 
studeredes med megen Iver og skattedes overmaade h0it af det 17de og 18de Aarhundredes Geometere. Den i 
hans vigtigste Skrift „Keglesnittenes Elementer“ (Ktovixa OTOixeia) fremsatte Theori om den harmoniske 
Deling 10 hprer til de antike Theorier, som virkelig ere tagne i Arv. Den harnmoniske Deling er som bekjendt af 
fundamental Betydning for Kcglcsnitslrercn og danner Grundlaget for vore Dages Theorier om Pol og Polare. 
Men det er vist, at selv disse fundamentale Begreber har v re re t lidet paaagtede i Sammenligning med saamange 
andre, der have forplantet hans Ry og baaret hans Navn. Hvad Rrekkevidden af disse Betragtninger hos 
Apollonius angaar, er det bekjendt, at hans Theori herom naar sin Spids i Sretningen 37 af 3die Bog, der udtaler, 
at et Keglesnit deler Stykket afen vilkaarlig Transversal gjennem et givet Punkt, fra dette af til S kjee ri ng spunkt et 
med Punktets Polare, harmonisk. Apollonius's Udtale af Sretningen er selvfplgelig en herfra meget forskjelligll. 
Men den n ren te S retning og flere med den beslregtede frembyde en anden neppe mindre interessant Side, idet de 
afgive Vidnesbyrd omFremskridt i Betragtningen af Figurers Beslregtethed, hvad ipvrigt var naturligt nok i et 
Vrerk om Keglesnittene. Vi sigte til denfcelles Text til flere forskjellige Figurer] 2 og forbeholde os senere at 
komme tilbage hertil. 

Ogsaa Apollonius's Skrifter, Sectio rationis, Sectio spatii og Sectio determinata have som af Hankel 13 paavist 
Berpringspunkter med den möderne Geometris Problemer, men herom gjrelder, at der maa et med möderne 
geometriske Forholde bekjendt Blik til for at udnytte Analogierne. De to sidste ere desuden kun kjendte gjennem 
Pappus's Omtale, hvorefter nyere Lrerde have restitueret dem, og det fprste illustrerer vor tidligere Karakteristik 
af de Gamles Geometri ved at underspge i den vidlpftigste Detalj i kk e mindre end 84 forskjellige Tilfrelde af 
samme Problem, med den naturlige F0lge, at al Analogi tilslpres. 

Den nreste Forfatter, hvem vi skylder en Fundamentalsretning af Transversaltheorien, er Menelaos (ca. 80 e. Kr.). 
Chasles har helliget denne Sretnings Historie en srerskilt Note (VI) i sin Apergu. Af denne fremgaar det, at, 
uagtet Sretningen ofte har vreret benyttet og erkjendt som af antikt Udspring af en hel Rrekke Geometere i de 
sidste Aarhundreder, har dog Carnot, der brugte den som Udgangspunkt for sin Transversal theori, vreret 
ubekjendt hermed og er kommen til den originalt. Sretningen er den bekjendte: Naar en ret Linje skjeerer Sideme 
i et Triangel i Stykker, er de to Produkter af tre ikke sammenheengende Stykker ligestore. Menelaos selv ligesom 
Ptolemceus (ca. 125 e. Kr.) benyttede den til at bevise dens Analogi paa Kuglen, hvoraf de udledede alle sine 
sfrerisk-trigonometriske Sretninger. Efter et Sted hos Poncelet 14 synes det, som om Ptolemceus i sin Almagest 
tillige har udvidet Menelaos's Sats til plane Polygoner i Almindelighed. 

Endelig kommer vi til Pappus, som Chasles sretter henimod Slutningen af det fjerde Aarhundrede e. Kr - ., som 
altsaa staar ved Grrendsen af den grresk-klassiske Tidsålder og her indtager en meget mawkelig Stilling. Hans 
Collectionesl5 (EuvaycoYri) er en vidunderlig Blanding af de forskjelligste dels originale dels samlede 
mathematiske Underspgelser fra en Mrengde Omraadcr. Hensigten med demer nrermest at lette Forstaaelsen af de 
reldre Forfatteres Vrerker; med sin Mrengde ofte udfprlige Citater og Lemmata er derfor Pappus af sjreldent Vrerd 



for Litteraturhistorikerne. En stor for ikke at sige den st0rste Del af, hvad man ved om tabte grreske 
Mathematikere, skyldes ham og har ofte vreret tilstrrekkeligt til deraf at restituere disse. For os er navnlig den 7de 
Bog af Vigtighed. I denne giver han en Rrekke Meddelelser om Euklids data, Apollonius's de sectione rationis, de 
sect. spatii, de sect. determinata, de tactionibus, Euklids porismata 16 o. s. v. Bogen selv indeholder en stor 
Mrengde Lemmata til Lettelse ved de i disse Bpger forekommende Beviser. Af disse Lemmata ville vi fprst 
omtale de 43 til de sectione determinata 17, der, rigtignok med den Udstykken af det almindelige i 
Specialsretninger, som nu engang hprer med, omtaler en Rrekke Sretninger, beviste paa forskjellige Maader, 
tilhprende, hvad vi kalde Lreren om Involutioner. Han kommer endnu paa dette Sted vistnok ikke udover 
Involution af 5 Punkter; men det er dog meget interessant af fplge hans Underspgelser af saavel Involutioner 
(efter möderne Udtryksmaade) med i magin re re, som med reelle Dobbeltpunkter. Dobbeltpunkternes Egenskaber 
berpres dog kun flygtig i én Sretning og i den hele Fremstilling skorter det paa enhver organisk Förbindelse. At 
disse Sretninger heller ikke have 0vet nogen mrerkbar Indflydelse paa Eftertiden, antage vi givet, ihvorvel vi ikke 
ha ve Feilighed til at konstatere dette f. Ex. for Desargues's Vedkommende. 

Efter disse samt en Rrekke Lemmata til Apoll.s inclinationes, fplger en Rrekke Lemmata og Problemer til de 
tactionibus, hvoraf Problemet prop. 117 18, gav Eftertiden megen Anledning til Studium og Generalisation, der 
fprte i Retning af möderne Geometri. Det er det bekjendte: At indskrive i en Cirkel et Triangel saaledes, at 
Siderne gaa hver gjennem sit af tre i en ret Linje beliggende Punkter. 

Vi skal kun kortelig omtale, at den fplgende Rrekke Lemmata til Apoll.'s plani loci bl. a. indeholder en bekjendt 
og i den möderne Geometri oftere anvendt Identitetssretning vedrprende 4 Punkter paa en ret Linje, som (ifplge 
Chasles 19 i Midten afforrige Aarh. gjenopdagedes af Stewart, uden at Pappus synes at have bidraget dertil, for 
dernrest at gaa over til den Rrekke, der navnlig er os af Vigtighed, de 38 Lemmata (prop. 127-164 20) til Euklids 
Porismer. 

Har overhovedet Porismerne v re ret af Vigtighed for Geometriens Udvikling, saa skyldes dette selvfplgelig disse 
Pappus's Lemmata, der paa det tydeligste peger i modern-geometrisk Retning. De hpre ogsaa til det mrerkeligste, 
Oldtidens Geometri har levnet, skjpnt et Par af dem kun er meget trivicllc og enkelte ere specielle Tilfrelde af 
Sretninger af Apollonius om den harmoniske Deling i Keglesnitstheorien. 

Allerede Lemma I er af ikke liden Interesse for os, idet det frembyder en og samme Text til 5 forskjellige 
Figurer. Grunden er saa let indlysende: Figuren er retlinjet, og paa en i Betingelsen indgaaende Proportion narr er 
hver ret Linje bestemt ved givne Punkter og tidligere bestemte Linjers Skjreringspunkter, saa at Figurens 
Beskrivelse simpelthen kan lyde (i den lat. Overs.): ,$it figura a p y 5 e C 0“, med Tilfpielse af den omtalte 
Proportion. Betragtningen af dette ligesom af det under Apollonius omtalte Tilfelde viser os (og man synes hidtil 
i kk e at have v re ret synderlig opmrerksom paa denne Kjendsgjerning) en fuldkommen ensartet Behandling af 
bcslregtcdc Figurer af tilsyneladende stor, dog kun paa Stillingen beroende Forskjel. Vi Ireggc derfor sreiiig Vregt 
paa Udgiveren HultsclTs udtrykkelige 21: „Figurre quinque, ut hic dcscriptre sunt, exstant in codicibusA Og dette 
Exempel gjentages i flere af de fp Igen de Lemmata. 22 

Det er netop Transversaltheoriens og Projektionsgeometriens Sretninger, de saakaldte deskriptive Egenskaber, 
der give Anledning til saadanne Figurer, som allerede de Gamle have kunnet erkjende for korrelative, for at 
bruge Carnots Udtryk, og Pappus's stiltiende Indgaaen paa denne mrerkelige Egenskab ved disse Sretninger viser 
os denne Egenskabs fundamentale Karakter. De to fprste Lemmata ere ipvrigt af en mere speciel Art, men det 
tredie er saameget vigtigere; det udtaler simpelthen det anharmoniske Forholds (Dobbeltforholdets) projektive 
Natur, altsaa den i Virkelighedenmest fundamentale Sretning i den projektive Geometri; den latinske 
Oversrettelse hos Hultsch lyder i n0ie Overensstemmelse med Originalens Text23: 
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At i denne Form Sanningens skjpnne F0lger ere henstaaede i mange Aarhundreder uden at afsldres, er maaske 
i kk e saa underligt. F0rst Brianchon har paany udtalt den og siden Poncelet, men begge hjalp sig til Udviklingen 
af sine Systemer uden at gj0re den Brug af denne Sretning, som den er saa skikket for. Dette skede fprst med 
Mpbius. Dette 3die Lenmia omvendes, gjentages mere eller mindre specielt i lOde, 1 lte, 14de, 16de, samt 19de, 
hvilket sidste omhandler den harmoniske Delings Projektivitet. 

4de Lenmia er af ligesaa vigtig og almindelig Art; det udtrykker nemlig en af de bekjendte Involutionsligninger 
for de 6 Punkter , som en Firkants Sider og Diagonaler afskjcere paa en Transversal. Iste, 2det, 5te, 6te og 7de 
ere mere eller mindre specielle Tilfedle heraf. 5te b0r sasrligt udhasves som egentlig indeholdende Sretningen, at 
Diagonalerne i en fuldstcendig Firkant dele hinanden harmonisk. 

8de Lemma som ChasleslA betragter srerskilt, vil dog sees at tilhpre sammen med 12te, 13de, 15de og 17de en 
liden Klasse, hvis almindeligste Udtale er i 13de og indeholder Sretningen om den Pascalske Sexkant, indskreven 
paa to rette Linier. 9de og 18de henhpre ogsaa til Transversaltheorien, men er af speciellere Art.22de og 27de 
omhandler spredte Ting af Theorien for hamioniskc Punkter, hvoraf man tydelig ser, at denne oftere maatte 
forekomme anvendt i Porismerne. Dette fremgaar videre af 28de, som (möderne udtrykt) siger, at en Cirkel deler 
en Transversal gjennem et givet Punkt, regnet fra dette til dens Skjrering med Punktets Polare, harmonisk, (det er 
saaledes dog kun et specielt Tilfelde af den af Apollonius's for Keglesnit i Almindelighed udtalte Sretning) samt 
af 30te, 33te og 35te Lemma, der ligeledes behandler hamioniskc Punkter paa Transversaler ved en Cirkel. 

De 0vrige Lemmata i denne Rrekkc er dels trivielle, dels henhpre de i kk e til Ting, som interessere os. 

Som man heraf ser, har Pappus et i kk e ringe Kjendskab til flere af den nyere Geometris fundamentale Sretninger. 
Hvad der isrer er af Interesse er, at disse kun er Lemmata til de altsaa endnu videre gaaende Porismer. Foruden 
disse Sretningers Indhold fastslaa vi endnu den intuitive Maade, hvoipaa han som Apollonius mod Oldtidens 
S red van c ellers, men dog i saadan Overensstemmelse med Tingens Vresen, at vi indse, skulde det ske , maatte det 
ske paa dette de deskriptive Egenskabers Omraade, vover at ledsage positionelt forskjellige Figurer med en og 
samme Text. 

Det pvrige af 7de Bog, en Rrekkc Lemmata til Apollonius's Keglesnit, indeholder fremdeles ofte Vidnesbyrd om 
Pappus' Kjendskab til transversaltheoretiske Sretninger og identiske Formler for Punkter paa rette Linjer, uden at 
vi dog nrermere behpve at indgaa heipaa. 8de Bog25 er heller i kk e uden flere vigtige herhenhprende Sretninger, 
der navnlig pege fremad til den Ceva-Möbius- ske barycentriske Methode. 

Baade Euklid og Pappus h0re til den Alexandrinske Skole. Der ligger et Tidsrumn af henimod 700 A ar mellem 
dem. I denne lange Tid har Grrekernes Videnskabelighed aabenbart ikke synderlig forpget det allerede af Euklid 
fundne til de Emner henhprende, som her beskjreftige os. Men det meste kjende vi alene gjennem Pappus. Det 
store Alexandrinske Bibliothek, som uden Tvivl har overleveret Pappus Porismerne, der synes de 
mellemliggende grreske Mathematikere fra andre Steders Skoler saa ganske ubckjcndtc.har ikke overleveret os 
de samme Vrerker. Araberne bar lrenge Skyiden for Tilintetgjprelsen af denne kostbarc Bogsamling. Nyere 
Unders0gelser26 have, som det synes, renset dem for denne Beskyldning, og isaafald have de nu alene Krav paa 
Taknemlighed af Mathema t ikerne for at have efterladt os det frugtbareste Ferment til alle vor Tids mathematiske 
Fremskridt: Algebraen. Ved dens Hjelp skulde det lykkes de Nyere ad Veie, forskjellige fra de, Klassikerne 
fulgte, at vinde disses forlrengst tabte Standpunkter tilbage og naa endnu langt mere imponerende. 



Det er bekjendt, hvorledes de mathematiske Studier i Europa uddpde med den klassiske Kultur overhovedet. En 
abstrakt Videnskabelighed havde ikke ligget for Romerne og laa endnu mindre for de Barbarer, hvis 



Herred0mme afl0ste deres. For Occidenten var i flere Aarhundrcdcr Boethius's la ve Standpunkt den h0ieste 
mathematiske Lasrdom. F0rst fra ca. A ar 1000 kan man regne en tydelig noget raskere Udvikling, udgaaet fra 
Gerbert's (Sylvester II's) Skole, og denne friskere Str0mning synes at kunne fplges tilbage til Arabernel. De 
„arabiske“ Cifre, den arabiske Flid i Udregningen af npjagtige trigonometriske Tabeller og den arabiske Algebra 
med sine forskjellige Forkortelser, et begyndende Tegnsprog, modtageligt for en h0i Udvikling, begynder 
efterhaanden at vinde Udbredelse blandt Occidentens Lasrde, og i Begyndeisen af det 13de Aarh. m0de vi atter 
en stor Mathematiker Leonardo Pisani, vasrdig at nasvnes som en Aandsfrrende af de store Graskere og Arabcrc. 

Men Geometrien ligger nede. Det er Algebraen og Astronomien med dens Hjelpevidenskab Trigonometrien, som 
man lrerer at dyrke; det er paa disse Videnskaber, de faa Mathematikere lregge al sin Flid. End ikke paa 
Universiteterne lreses der i 14de og 15de Aarhundrede ofte over mere end i det hpieste lste Bog af Euklidl og 
denne holdes som af rette Begyndere for vanskelig nok. Medens fra det 16de Aarhundrede Algebraen ved 
Lpsningen af 3die og 4de Grads Ligninger, og senere Vieta's vigtige Opdagelser og Forbedringer af Tegnsproget, 
medens den negative Lpsning af en Opgave, Ideerne om Ligningers Rpdder etc. etc.foranledige den ene 
mrerkelige Opdagelse og Generalisation efter den anden, hvis rivende Strpm endnu langtfra er klar og 
gjennemsigtig nok til, at den stringente Begrundelse kan tilstrrekkelig gjennemskues og haves til Gjenstand og 
0iemrerke, staar de Gamles vidunderlig solid og strasngt opbyggede Geometri, for de efterhaanden mere og mere 
udviklede Mathematikere som et Hele, hvor der intet er at lregge til eller tage fra. Dens Stringents blev til et 
uopnaaeligt Mpnster; dens Mangler kunde de, der intet skjpnnere System havde lrert at kjende, selvfplgelig ikke 
ane. I det 16de og 17de Aarhundrede udgjpr derfor Algebraen uden nogen ret paalidelig Begrundelse, men med 
forbausende Resultater og de Gamles Geometri og for nogen Del Efterligning af den sidste Mathematikernes 
Studium. 

Altsaa er efter over 1000 Aars Forlpb den rene Geometri endnu intet Skridt videre. Den Tidsålder, som nu er 
kommen, opviser to Veie, ad hvilke den s0ger Udvikling; den ene kan kaldes Restitutionens Vei. En stor Masngde 
af de ypperste Geometere beskjeftige sig med en overordentlig Iver for at s0ge at restituere de tabte Klassikere. 
Den fprste af disse er Vietdi i Slutningen af det 16de Aarh., der restituerer Apollonius's de tactionibus. 
(„Apollonius Gallus"). Derved blev den mathematiske Verden opmmrerksom paa det fra nu af berpmnte 
Apolloniske B e r0 ring sp ro b lem, som ogsaa har bidraget sit til at frigjpre Geometrien ved at lade de stprste 
Mathematikere kappes om at give Lpsningeme Elegants og Naturlighed. I samme Retning arbeidede i de 
fplgende Tider Masnd som Fermat, Schoten, Gregoire de St. Vincent, Barrow, Halley og Rob. Simson. Mange 
andre som Newton og fl. sluttede sig til dem, forsaavidt de skrev Lemmata og Ko mm entarer til de Gamles 
Afhandlinger og i deres Aand. Nogle af disse Masnd, saaledes f. Ex. Simson ere trasngte overordentlig n0ie ind i 
de Gamles Tankegang og ere ful ds trend i g deres Elever og Efterfplgere, andre förbereder samtidig Analysens 
store Seir i det 18de Aarh. eller grunder, som Fermat og Newton, nye Retninger, der drage alles Opmrerksomhcd 
paa sig. Men Restitutionen fprte ikke og kunde ikke f0re til nogen organisk Geometri.Dette var derimod Tilfeldet 
med den anden store Retning, som vi skal omtale, men som heller i kk e kunde staa sig mod den samtidig 
opblomstrende analytiske Geometri, der snart beseirede alt i Förbund med den nye Infinitesimalregning. 

Denne anden Retning var den Desargues-PascaVske, fra fprste Halvdel af det 17de Aarh. Det nye og 
interressante Princip, som Desargues anvendte, var Projektionen. Hos ham finder man fprste Gang4 udtalt, som 
det almindelige Udgangspunkt for en naturlig Udvikling af Keglesnitsegenskaberne, at Keglesnittene alle ere 
perspektiviske Projektioner af en Cirkel, hvis forskjellige Egenskaber ad en passende Betragtning ville 
gjenfindes modificerede i Keglesnittenes forskjellige Egenskaber. Desargues gik endnu et Skridt. Han erkjendte 
to hinanden skjrerende rette Linjer for et Keglesnit og deres Egenskaber for Modifikationer af de almindelige 
Keglesnits-Egenskaber; at hans perspektiviske Projektion da bragte ham til at udtale, at to parallclc Linjer ingen 
v resen tlige Forskjelligheder vise fra to hinanden skjrerende, er en let og naturlig Konsekvents af hans hele 



Betragtning. F0rst gjennem disse Udviklingcr kom den hele Klasse af Keglesnit til at aabenbare sig som en fuldt 
sammenhrengende Klasse Kurver. Det frugtbare i disse Betragtninger viste sig tydelig i det skjpnne Tillseg til de 
da bekjendte Keglesnitsegenskaber, som man skylder ham, og hvoraf man maa srette hans Frere om Involutioner 
0verst. Selve Navnet Involution er af ham indf0rt i Videnskaben. Hans Sretning kan udtales: Et Keglesnit og de 
to Par modstaaende Sider i en i det indskreven Firkant skjcere en vilkaarlig Transversal i 6 Punkter, der ere i 
Involution. Som Definition paa Involution opstillede han en af de bekjendte Ligninger mellem 8 af de paa 
Transversalen afskaarne Segmenter. Alt, hvad Pappus havde herom i 7de Bog af Collectiones, er nu specielle 
Til fel de. 

En med Projektionen besfegtet Fremgangsmaade, der spillede en betydelig Rolle ved Grundfeggelsen af den 
möderne Geometri, er ogsaa fprste Gang benyttet af Desargues, den, at bevise endog vanskelige Theoremer i 
Planet ved at opfatte Figuren som en Figur i Rummet, hvorved man undertiden kan erkjende det vedkommende 
Theorem som en umiddelbart indlysende Sandhed. 

Dette Princip fulgte han ved Beviset for den efter ham opkaldte Sanning: Naar to Triangler have sine Spidser to 
og to paa tre rette Linjer gjennem samme Punkt, skjcere deres Sider hinanden to og to i tre Punkter paa samme 
rette Linje. Trenker man sig nemlig de to Triangler i forskjellige Planer, er Sretningen selvindlysende. Hvad der 
kan gjpres ud af dette Princip, har Monge og Poncelet vist. Brianchon og navnlig SteinerS har lagt den 
Desargue'ske Sats til Grund for de smu kk este Udviklinger; men ialfald Steiner synes at have opdaget den selv. 

Pascal, et af de mrerkeligste Genier, den nyere Tid har havt at opvise, behandlede ogsaa med Held sin Frerer 
Desargues's geometriske Ideer.6 Blandt de Vidnesbyrd, han efterlod sig om en gjcnnemtrrengende Aand, er hans 
Opdagelse af Hexagrammum mysticum den, der paa vort Omraade har gjort hans Navn mest berpmt; men den 
udgjorde vistnok kun en liden Del af hans Opdagelser. 

Der hviler en besynderlig Glemslens Skjrebne over disse store Fremskridt. Hvad Dåtidens stprste IVfend, en 
Descartes, en Leibnitz beundrede i de mest rosende Udtryk, gik paa det namnes te totalt tabt. Pascals 
Keglesnitstheorie, et Vrerk, hvori han skal have udviklet ikke mindre end 400 S retninger fra et eneste generelt 
Udgangspunkt,7 udkom ikke; hans lille „Essais pour les coniques“, som blev trykt 1640, gik tabt for 
Videnskaben i over et Aarhundrede; og den samme Glemsel rammede efterhaanden Desargues. Kun ctpar 
Epigoner betraadte den samme Vei, og deres Fovtalerover sine Forgjrengere have i kk e fristet nogen betydeligere 
Aand i Samttiden til at gjenoptage denne kortvarige synthetiske Skoles store Tanker i Sammcnhreng, om end 
deres Opdagelser enkeltvis oftere fornyedes. 

Af disse Epigoner er de Lahire fra Slutningen af 17de Aarh. den betydeligste. Dog staar han efter Poncelets 
Mening8 aldeles tilbage for sine Forgjrengcrc, og „hans Methode er helt og holdent blottet for Elegants og 
Almindelighed". Dette hrenger aabenbart sammen med, at han i Fremstilling, om ikke just i Udvikling, ganske 
staar paa de Gamles Grund. Chasles bedpmmer ham imidlertid anderledes og sretter ham temmelig h0it. Han 
vakte i sin Tid Opsigt og har ogsaa paa flere Maader beriget Geometrien, idet navnlig hans „Traité des coniques" 
indeholder en omtrent fuldstendig Theori om „Pol og Polare" (for at benytte den möderne Sprogbrug). Han 
udtaler saaledes for fprste Gang den vigtige Sretning: Naar en Sekant til et Keglesnit dreies om et af sine 
Punkter, skjcere Tangenterne til dens Skjceringspunkter hinanden paa en ret Linje („Punktets Polare") og den 
dualistisk tilsvarende, som egentlig kun er en Gjentagelse, samt den ligesaa vigtige: Lcegger man gjennem et 
Punkt to Sekanter og drager Forbindelseslinjerne mellem deres Skjceringspunkter med Keglesnittet, ville disse 
skjcere hinanden paa Punktets „Polare“. 

Figesaa mrerkelige, skjont af mindre Betydning for den faktiske Udvikling er de Ideer, hvoraf en deskriptiv 
Geometri, ja selv det Poncelet'ske Homologiprincip kunde vrere spiret frem, om Udviklingen havde vreret 
gunstig derfor, og som skyldes de Lahire og i endnu smukkere Form le Poivre , men angaaende hvilke vi, da de 
ere forblevne uden Folger, kun henvise til Chasles's Aperqu historique.9 



Det samme gjrelder den isolerede Forfatter Ceva, der som Forgjrenger for visse Sider af Camot og for Möbius 
(synthetisk Geometri paa Grundlag af Tyngdepunktsbetragtning) har sin Interesse. 

Uagtet det, disse Masnd have frembragt, i Virkeligheden laa saare mer ind imod den möderne Geometri, var 
visselig Tiden til at tage Skridtet fuldt ud endnu langtfra kommen. Dertil krrevedesnpdvendig en dybere 
Indtrrengcn i de variable Stprrelsers Vresen, idethele en endnu stprre Udvikling paa Analysens Omraadc, samt en 
1 ren ge re Erfaring om Algebraens Analogier og Anvendelser paa de geometriske Frenomcncr. Det fplgende 
Flundredaars Studium og Uddannelse af den analytiske Geometri, selv paa Bekostning af den rent geometriske 
Betragtning, var - derfor en aldeles npdvendig Forskole, og Infinitesimalregningen, som tilsyneladende mere end 
noget andet bidrog til at borttage Interessen fra de to af os omtalte synthetiske Retninger inden Geometrien, har 
dog ogsaa paa den anden Side mere end noget andet lagt Grunden til den dybere Forstaaelse af de geometriske 
Frenomeners Vresen, uden hvilken den rene Geometri vilde v re re uskikket til den Udvikling, den fik. Den har 
mere end noget andet aabnet 0iet for Kontinuitetens Lov, dette stprste Skjelnemrerke mellem antik og möderne 
Geometri, den modne Frugt af det fonige Aarhundredes algebraiske og analytiske Studier. Man kan sige, at 
Desargues, Pascal og deres Retning var naaet lige til Indgangen til den möderne Geometri, men Npglen var 
endnu i kk e funden; dertil krrevedes endnu et helt Aarhundrede. 

Flvormeget imidlertid det 18de Aarhundrede bragte selve Desargues's og Pascals Ideer og Fortjenester i 
Glemme, brerer det dog ogsaa sikre og stadige Vidnesbyrd om, at selve den almindelige Udvikling mere og mere 
nrermede sig et til disse Ideer svarcndc Standpunkt. Vi sigte til den hyppige Gjenoptagelse af Enkeltheder fra 
hidrprende Omraader. 

Det er navnlig en Rrekke engelske Mathematikere, der ved Siden af andre Studier hyppig berprer disse Emner og 
til forskjellige Tider bringer Liv i glemte Sretninger og Theorier. Vi kunne blandt dem nrevne Newton, Cotes, 
Braikenridge, Maclaurin, Simson og Stewart. Desargues's Opfatning af to parallele Linjer som Linjer, der skjrere 
hinanden i et uendelig fjernt Punkt, er af Newton benyttet som Definition paa Parallelismen og er siden bleven 
fastholdt; en endnu stprre Betydning bpr man maaske tillregge hans Brug af Perspektiven ved Klassifikationen af 
plane Kurver af tredie Orden. Maclaurin skylder man, foruden mange andre storegeometriske Lremskridt, vigtige 
Bidrag til Studiet af de algebraiske Kurvers Egenskaber, hvorved han slog ind paa Veie, der vare betraadte af 
Newton og Cotes. Men fornemlig interesserer os hans Gjenopdagelse af Egenskaben ved den Pascalske Sexkant, 
som han (1685) 45 Aar efter Pascals Opdagelse udtaler paa fplgende Maade: 10 

Na ar de to Spidser i et Triangel, hvis Sider dreie sig om trefaste Punkter, glide paa rette Linjer, beskriver den 
tredie Spids et Keglesnit. 

Ipvrigt hrevdede Braikenridge den samme Opdagelse for sig. Baade Maclaurin og Braikenridge have havt megen 
Indflydelse paa de möderne Geometere. 

Simson's dybe Indtrrengen i de Gamles Aand har vi omtal t, ligesom at han gav fprst Npglen til Forstaaelsen af 
Euklid's Porismer, men efter Chasles's Domi 1 har han for meget fulgt de Gamle ogsaa i deres mindre gode 
Sider. Dog medtager han i sit Vasrk over Keglesnittene, Egenskaberne om Pol og Polare og om den Pascalske 
Sexkant, som virkelig en Tid lang bliver nogenlunde velbekjendtl2. Simson's Velynder, Lord Stanhope, paa hvis 
Omkostning flere af hans Arbeider udkom, beviste for fprste Gang, saaledes at det med Vished föreligger, denne 
Sretning ved direkte Projektion, idet han leverede et smukt elementasrt Bevis for den, naar Keglesnittet er en 
Cirkel, og derpaa betragter det almindelige Keglesnit som perspektivisk Projektion af Cirkelenl3. Det synes af 
Förbindelsen paa Stedet i vor ne den n ren te Kildel4, som om det mulig allerede da var seet, at naar to af de 
modstaaende Sidepar i Sexkanten var parallele, da ogsaa det tredie Par var parallele, hvorved man var ledet langt 
paa Vei til at antage den piendelig fjerne rette Linje“. 

Noget senere end disse engelske Mathematikere staar Lambert, hvem Chasles kalder en anden Leibnitz, hvad 



Dybden og Udstraskningen af hans Landom og Indsigter angaar. Hans Virksomhed falder fornemlig kort efter 
Midten af forrige Aarh. Denne mankel igc Forfatter, paa hvis Perspektivlcere Poncelet lasgger megen Vasgt, og 
som fra denne af har gjort vigtige Opdagelser i Retning af den lineale Geometri („Géométrie de la régle“), idet 
hanbenytter Perspektivet som geometrisk Bevismiddel, har desuden Fortjenester af det rene Studium af 
Keglesnittenel5, idet hans Arbeider o ver Kometerne og deres Baner foranledige ham til at spge bekvenmiere 
Lpsninger af derhenhprende Problemer, end Samtiden besad. Dog synes han kun at have havt liden Indflydelse 
paa den paafplgende franske Skole. 

Kun kort Tid, efteråt Begyndelsesgrundene af den lineale Geometri havde seet Dagens Lys gjennem Lamberfs 
Udviklinger, var en ung Mand, tidligere Elev ved den militauc Ingeniprskolc i Meziéres, bleven ansat som Laerer 
(répétiteur) ved samme og fik der Anledning til at skabe en hel ny Lasregren, som siden blev af den stprste 
Betydning for saavei den geometriske Undervisning i det Hele som specielt for Udviklingen af den möderne 
Geometri. Det var Monge \6 og den nye Lasre var den deskriptive Geometri. 

Vistnok begynder med Monge et nyt Afsnit i den hele Udvikling, men dette er dog isasr fra Oprettelsen af den 
franske Centralskole for de offentlige Arbeider og hans Ansasttelse ved denne at regne, hvilket fprst skede over 
20 Aar efter i Revolutionsaaret III (1794). Jeg vii derfor omtale Monge's tidligere Virksomhed i dette Afsnit. 
Denne bestod fornemlig i Arbeider, henhprende til Studiet af partielle Differentialligningers Integration, altsaa i 
Arbeider af v resen tl ig algebraisk Karakter; men den geometriske Anskuelse, der er hans og hans Skoles stprste 
Styrke aabenbarer sig överalt ogsaa i disse. - Vi staa her ved et af de Punkter, hvorfra man har en let og naturlig 
Udsigt over, hvorlangt den analytiske Methode havde uddannet Geometrien. 

Det vil vrerc os nok at minde om nogle faa af de store Navne, som have medvirket i denne Udvikling: Descartes, 
Wallis, Newton, Leibnitz, Maclaurin, Cramer, men fremfor alle Euler og Lagrange betegne den gradvise 
Fremadskriden fra den speciellere til den mere methodiske, mere og mere gjennemsigtig kl are og bevidste 
analytiske Behandling af de geometriske Problemer. Denne Behandling syntes snart intet Problem lrenger at 
kunne modstaa. Dens Methode bundede tydeligere end enhver anden i visse i Problemets egen Natur hvilende 
Love (Kurvers Orden etc.). Og naarman erindrer, at allerede Maclaurin i sine Fluxioner behandler 
„Rebroussementspunkter af forskjellig Art“ og giver flere Regler for at finde Inflexions- og 
Rebroussementspunkter, at Kurver med dobbelt Krumning ere Gjenstand for udviklede Theorier o. s. v., da 
erkjender man Dybden og Udstraskningen af Dåtidens analytiske Studium. Dette Maal holdt ogsaa Monge's 
analytiske Arbeider saavelsom den samtidige Meusniers Studier over Fläders Krumning. Men et specielt 
Fremskridt i methodisk Henseende af den mest fundamentale Betydning vil vi ikke lade uomtalt paa dette Sted, 
dels fordi det hprer til Monge's analytiske Opdagelser, dels fordi det udruster Analysen med et nyt og ikke dens 
mindst betydningsfulde Vaaben. Det er Monge'’s Indfprelse af den rette Linjes Ligning som methodisk 
Instrument. Fprst ved dette Fremskridt naaede Analysen sin fulde Udvikling, og saaledes rustet staar den 
henimod forrige Aarhundredes Slutning som Mathematikens skjpnneste Skabning, Mathematikernes erklrerede 
Yndling, i Besiddelse af alle de Fuldkommenheder, som i nassten to Aarhundreder de stprste Genier have 
udtrenkt for den. Ved Siden af denne Geometri staar da en fattig Synthese, kun studeret for de Gamles Skyld eller 
i Form af Elementer. Dens Hjelpemidler er indskrasnkede og dens Brug mes ten ingen, og dog formaar den af og 
til at give enkelte Problemer, rigtignok kun clcmcntrerc, en Lpsning, udledet paa en slaaende direkte Maade, hvis 
Elegantse selve de store Analytikere ik ke forsmaa, og til hvis Udledelse ad analytisk Vej de ofte anstrasnge al sin 
Opfindelsesevne. Den direkte geometriske Anskuelse har dog sine umiskjendelige Fortrin. Men her var intet 
systematisk Arbeide gjort, og det syntes neppe heller muligt at kunne give denne saa individualiserende Geometri 
Analysens Almindelighed. 

Det fplgende Tidsrum, som vi regne fra Oprettelsen af den franske Centralskole til Poncelefs Optrreden, viser os 
en hpist interessant gradevis Udvikling af den synthetiske Geometri, samtidig som den analytiske i geniale 
Forskeres Htender fremdeles formaar at hasvde sin Fuldkommenhed og derved yderligere fuldkommengjpres. 



III. 


Den franske Revolution, der hidf0rer en Omvasltning paa saamange Aandens og Politikens Omraader, griber 
ogsaa masrkelig ind i Videnskabens Historie. I Geometriens giver den Stodet til et for Udviklingen meget 
betydningsfuldt Fremskridt. Den energiske Aand, der betegner ethvert Skr i dt som Franskmrendene tage i det 
nationale Forsvars Tjeneste, dikterede dem ogsaa, da de til Uddannelsen af dygtige Officerer Aar III (1794) 
oprettede École centrale des travaux publics, A aret efter kaldt École polytechnique, og besatte dens Lasrestole 
med Landets dygtigste Krafter, hvorved Frankrig i de fprste 30 A ar faar TEren af den nye Videnskabs Udvikling. 

Monge, der en kort Tid havde staaet som Dantons Sidemand i et af Revolutionsministerierne, men senere havde 
maattet tage Flugten, blev nu, da den vasrste Tid var over, en af den nye Skoles Lasrerer, og greben, som han saa 
ganske var af den stasrke patriotiske Aand, som var Revolutionen egen, förstod han ogsaa at rive med sig sine 
Elever. Hans Fag, der fraregnet hine fprste Forspg i Meziéres, opstod som ny og i Virkeligheden for fprste Gang 
officiel Lasregjenstand, var den deskriptive Geometri eller som den da kaldtes „Stereotomien“. Og enten det nu 
skyldtes den Iver, som den alle gjennemglpdende Patriotisme vakte, eller det var Monge's Lrercrdy g tighed, eller 
Fagets hele Nyhed, saa forskjelligt i sin Methode fra alt, som fpr var seet og studeret af Geometri, idet Tegningen 
og derved den direkte geometriske Anskuelse og Forestilling kom til at spille en saa v resen tl ig Rolle, eller 
snarere alle disse tre Momenter virkede sanimen: nok er det, den nyeTheori grebes med formelig Begeistring. 

Det er interessant og tiltrakkende at lresc i Skolens Journal 1, hvoraf fprste Bind, over 700 Sider strerkt, allerede 
begyndte at udkomme i Aar III, og som indeholdt Redegjprelse for Plan, Lrercmcthodc o. s. v., hvorledes en 
redel, patriotisk Iver greb alle under Undervisningen, der lededes i de bekjendte demokratiske og halvt mil i tre re 
Former. Vi hidsrette i Noterne et kort Uddrag heraf, for at vise, hvor strerkt man under Monge 's Veiledning lagde 
sig efter det nye Fag2. 

Vi er berettigede til at tillregge den Kraft, hvormed den deskriptive Geometri som Fag gjennemfprtes paa den nye 
Skole, en hpi Grad af Betydning og det af to Grunde; fprst fordi den afgav et uvurderligt Kursus for de Aander, 
der skulde skabe den möderne Geometri, og som for Franskmrendenes Vedkonmiende alle ere dens gamle 
Elever, dernrest fordi paa denne Maade i Virkeligheden den nu for Theoretikeren som Teknikeren lige 
uundvrerlige deskriptive Geometri i en meget kort Tid varjuldt udviklet som Undervisningsfag, saaledes, at den 
fprste trykte Lrerebog af Monge (1800) kun er lidet forskjellig fra dem, som nu bruges. Hvor meget s torre er i kk e 
Forskjellen mellem asldre og nyere Arbeider i den analytiske Geometri! 

Den deskriptive Methodes Ypperlighed beviste sig strax ved en Rigdom af Theoremer og Lpsninger af 
geometriske Opgaver ad de naturligste Veie og med en Almindelighed, som allerede maatte rivalisere med 
Analysens Resultater. Den positionelle Tilfceldigheds Betydningslpshed overfor Problemernes sande Natur og 
den deraf fplgende Lpsning begyndte allerede mere og mere at vise sig ved denne direkte geometriske 
Betragtning saaledes, som den ved visse deskriptive Egenskaber allerede havde vist sig for Apollonius og 
Pappus, og som den i det foregaaende Tidsrum maatte have vist sig for de mange udmrerkede Analytikere. Paa 
dette Omraadc stod dog endnu meget tilbage at gjpre. Navnlig var - der endnu et vigtigt Skridt at tage, nemlig 
Övergången mellem saadanne positionelle Forskjelligheder, som bringe reelle Dele af en Figur til at blive 
i m agin re re og derved forsvinde for 0iet. 

Den deskriptive Geometri lasrte videre Monge, og han sineElever, at anvende den af Desargues foreslaaede og 
siden glemte Methode, at bevise plangeometriske Scetninger ved stereometriske Figurer, hvorpaa de bleve mere 
eller mindre selvindlysende Identiteter. Paa denne Maade fandt Monge paany de Lahire's Sretninger om „Po og 
Polare“ ved Keglesnit samt Sretningen, at tre Cirklers ydre lighedspunkter ligge paa en og samme rette Linje, 
hvilke begge udtales med Analogier for Rummet i hans deskriptive Geometri.3 Det synes, som om Monge ikke 



kjender de Lahire's Opdagelse.4 

Monge's Underkurer (répétiteur) ved École polytechnique var Hachette , en af hans gamle Elever i Meziéres, der 
ved Siden af Monge har - bistras kkelige Fortjenester af den deskriptive Geometri til at me v nes her. Han har - tillige 
Krav paa Omtale ved sin Udgivelse af Hefteskriftet Correspondcince de 1'École polytechnique, hvori en levende 
Virksomhed i möderne geometrisk Retning fik Organ. Desvasrre har vi intetsteds havt Anledning til at underspge 
dette Tidsskrift, der mere end noget andet vil kunne vise Arbeidets gradvise Udvikling og Monge 's Indflydelse.5 

Men af stprre personlig Betydning blev dog en anden af Monge's Elever fra Meziéres, Curnot, en meget original 
og noget isoleret Skikkelse i denne Periode. Skjpnt udgaaet fra Monge's Skole og ved dennes Side stasrkt 
forberedende det, som skulde komrne, gik han dog ganske sine egne Veie. Carnofs to Hovedvasrker i den 
Retning, der har Interesse for os, er hans Géométri de position (1803) og hans Mémoire sur la relation , qui existe 
entre les distances resp. de 5 points qu. pris dans Vespace; suivi dim essai sur la théorie des transversales. 
(1806). Det vil maaske forundre, at det sidste stasrkt anbefaledes til Studium for dem, der skulde begynde paa den 
deskriptive Geometriö; thi saavel dette som hint har - i sin hele Methode langt mere tilfelles med den antike 
Geometri end med den möderne. Og dog er disse Vasrker et npdvendigt Overgangsled til den fplgende Udvikling, 
idet de indeholde ikke alene en stor M ren g de mere spredte, dels fpr fundne, dels for Videnskaben nye S retninger 
af möderne Natur, men specielt i Transversaltheorien et Stof af nresten ligestor Betydning som dendeskriptive 
Geometri, og hertil kommer endnu de vigtige Underspgelser, der forberede Kontinuitetsprincipet. 

Det er Fortegnenes Betydning i Geometrien, specielt de negative Stprrelsers Natur, og de geometriske Loves 
Ensartethed for beslregtede Figurer, som Carnot fastslaar i sin Géométrie de position.1 Han opstiller til den Ende 
det nye Begreb korrelative Figurer. Enhver Figur - , der kan afledes af en given ( den primitive ) gjennem en 
kontinuerlig Rre kk c uendelig smaa Forandringer (Forskyvninger o. s. v.), uden at man derved forandrer Figurens 
vresentlige Karakter, den f. Ex. at indeholde et vist Antal rette Linjer o. 1. kaldes korrelativ til den givne. Saaledes 
vil f. Ex. et hvilketsomhelst System af n Punkter og nr Linjer udgjpre en Figur korrelativ til et lignende. For en 
given primitiv Figur - udregner nu Carnot ved geometriske og trigonometriske Elementers Hjrelp en Raskke 
Formler og underspger, hvilke Tegn- og andre Forandringer, der indtrasde i disse, naar Figuren gaar over til en af 
de korrelative. Han udleder under disse Underspgelser en overordentlig Masngde Formler; det er nemlig hans 
Hensigt ligefrem at udtpmme sit Emne og Formlerne stige derfor ved enkelte Problemer op til flere hundrede. At 
disse Formelmasser indeholde en stor Masngde elegant og betydningsfuldt er nresten overflpdigt at nasvne; men 
det siger sig ogsaa selv, at et saadant Arbeide let vil lide af Formlpshed, hvorfor det ogsaa ofte er dadlet. 

4de og 6te Sektion er af sasrlig Interesse. Det er i disse, han udvikler sin Transversaltheori, der tjener ham som en 
frugtbar Methode til Opdagelse af nye Sretninger, i 4de for retlinjede Figurer, i 6te anvendt paa Kurver. Hans 
bekjendte Sats ( „Camot's Sats") om Produkter af Segmenterne paa 3 eller flere Transversaler8 maaler 
Raskkevidden af hans Underspgelser herom. Blandt den Masngde S retninger, han udleder heraf, kan nrevnes 
Sretningen om den Pascafske Sexkant.9 

Skjpnt selv benyttende snart en, snart en anden Methode, udtaler Carnot srerlig stor Forkjrerlighed for den 
„clcmcntrere Geometri", hvorved han forstaar mere, end vi ellers lregge deri, og medregner den deskiiptive 
Geometri, Perspektivlreren samt Lrerenom Tyngdepunktet, idet han paaviser, at dette sidste kan gives en rent 
geometrisk Definition og Brug, ligesom han i det Hele har flere Berpringspunkter med den senere „barycentriske 
Kalkyl". Ved disse Udtalelser og ved enkelte mere direkte polemiske Yttringer mod de udelukkende Analytikere 
tilkastede han disse en Handske. 

Vi maa indskrrenke os hertil i vor Karakteristik af Géométrie de position, der med sin Vrimmel af mrerkelige 
Ideer og nye Sretninger i hpj Grad virkede befrugtende paa Dåtidens geometriske Studier. 

Samme Aar som Géométrie de position udkom et lidet Arbeide af Servois : Solutions peu connues de differens 



problémes de Géométrie pratique, indeholdende bl. a. lineale Konstruktioner og transversaltheoretiske 
Sastninger, der efter senere Citater at dom me ikke have vreret uden Betydning. Vi have i kk e havt Anledning til at 
se Bogen. 

Af de periodiske Tidsskrifter have vi allerede berprt Correspondance de 1'École polytechnique. Vi kommer nu til 
det videre Arbeide i Journal de l'École polytechnique. Denne, hvis Hefter udkom noget uregelmasssigt, 10 
indeholdt ogsaa fra Tid til anden v and i ful de Bidrag til Geometriens Udvikling; i Begyndeisen skyldes disse 
fornemmelig Monge, saaledes en Raskke Afhandlinger om Fläder, hvis Normaler tangere givne Fläder, 11 
hvori han indfletter synthetiske Partier, hvis Klarhed og skjpnne Udvikling efter vor Mening ingen senere 
Forfatter har overgaaet, og hvori han viser, hvad Synthesen formaar i en Mesters Haand; alt er samtidigt ledsaget 
af analytisk Behandling. 

I Aaret 1806-10 giver Journalen fremdeles rige Bidrag, og vi beklage kun ikk e at kunne indgaa herpaa med den 
UdfOrlighcd, hvortil vi have Lyst. Det fOrstc mankel ige Navn, vi mode, er Brianchon, der allerede som Elev 
afgiver et Vidnesbyrd om stort og originalt Talent ved sin bcrOmtc Sarining, den dualistisk tilsvarende til 
Pascal's om den indskrevue Sexkant. Hele hans lille Afhandling heroml2 udmasrker sig saavel ved Tankernes 
Nyhed som ved den Klarhed, hvormed de ere fremsatte. Udgangspunkteter Desargues's Sats om to Triangler i 
Rummet, som han beviser og benytter, aldeles som Steiner 20 A ar efter ham. Han beviser sin Sats ved en 
Fremgangsmaade, der kan betegnes som identisk med Principet for reciproke Polarer, om det end ikke er benyttet 
saa direkte, som man senere förstod. Sanningen, hvoraf ogsaa Brianchon sttax drog Konsekventser, vakte 
0icbl ikkel ig Opmaerksomhed, hvilket vi kan se deraf, at Carnot, som ellers kun sjelden antyder andre Forfattere 
som Kilder, i sin samme Aar udkomne „Mémoire sur la relation etc.“ citerer Sanningen med Henvisning. I 
Brianchon’s Afhandling finde vi ogsaa, at den reciproke Polare (for at benytte det senere Udtryk) til en 2den 
Grads Flade er en anden Flade af samme Grad, et Resultat, som lamge henstod overseet. 

Et andet Navn, der ogsaa er berpmt i den möderne Geometris Historie, optrasder i 1808, nemlig Dupin, med et 
interessant Arbeide i Journal polyt.13 „sur la description des lignes et des surfafaces de second ordre“, der 
udmanker sig ved sin kl are synthetiske Behandling og ved sin direkte Anvendelse paa Geometrien af Principer 
og Resultater, der skrive sig fra Analysen. Denne Afhandling gaar i det Stykke lasnger, end nogen anden tor 
havde gjort, ind mod at fastslaa en Kontinuitetens Lov, saaledes som Poncelet senere gjorde. Idet Dupin her gaar 
ud fra den allerede i Oldtiden hekjendte mekaniske Beskrivelse af en Ellipse under en Linjes Glidning med to 
faste Punkter paa en ret Vinkels Ben, er det ham om at gjpre, at kunne udsttrekke denne Generation ogsaa til 
Hyperblen. Til den Ende tasnker han sig en i mag in au ret Linje, glidende efter samme Regel, paaviser 
Tilstedevasrelsen af et reelt Punkt paa samme, der under Bevasgelsen vil beskrive en Hyperbel. Som et 
Vidneshyrd om, at Tiden til at opstille Kontinuitetens Lov nasrmede sig, vil vi i en Note meddele Stedets 
Ordlyd. 14 Der anstilles lignende Rassonnementer for Rummet. Afhandlingen, der tillige benytter analytisk 
Behandling, fortjener at fremdrages af Glemselen som et indholdsrigt og idevaskkende Arbeide. 

Men intet af de hidtil nasvnte Arbeider kommer i Henseende til umiddelbar Beslasgtethed med Poncelet's Vasrk 
op imod en ny Afhandling af Brianchon: Solution de plusieurs problémes de Géométrie (trykt November 
1810)15, som vi derfor maa ofre nogen Omtale. Afhandlingen, hvis Titel lader os se dens noget fragmentariske 
Karakter, begynder imidlertid med fplgende almindelige Benuerkning: 

„I1 y a un certain ordre des propositions de géométrie plane, „qui se rapportent seulement aux dircctions des 
lignes, et dans „lesquels on ne considére aucunement des longueurs absolues ou „relatives de ces lignes, non plus 
que la grandeur des angles; on „peut appliquer å ce genre de propositions une méthode „particuliére de 
démonsttation, dont voici quelques exemples". 

Disse Exempler ere 3 i Tallet, men bestaar i Theoremer af en Almindelighed, der lade dem omslutte en stor 
Masngde Korrollarer. Det tors te er S retningen: 



„En Polygon har sine Spidser, paa én nrer, beliggende paa et Keglesnit. Hver af Siderne dreier sig om et fast 
Punkt paa samme. Hvis disse Punkter (Br. kalder dem „Poler“) ligge paa én ret Linje, beskriver Polygonens frie 
Vinkelspids et Keglesnit“. 

For at bevise denne Sretning, bemrerker han, at Projektion ikk e forandrer en Kurves Grad, idet han i en Note 
nedenunder tilfpier: „Man tager her Ordet Projektion i den mest udstraktc „Betydning 3: man antager, at 
Projektionslinjerne alle stpde sammen „i et og samme Punkt i Rummet. Hvis man stillede et 0ie i dette „Punkt, 
kunde man ombytte Ordet Projektion med Perspektiv “. 

Deipaa projicerer han sin Figur paa et Plan parallelt med det, der indeholder 0iet og „Polernes“ rette Linje, 
hvorved han faar et nyt Keglesnit og en ny Polygon, hvis Sider parallelforskydes, og holder sig nu kun til denne 
Projektion. Uden at opstille de givne Elementers analytiske Ligninger, lader han sig npie med at rassonnere over 
disse Ligningers Antal og Gradtal samt det foreliggende Eliminationsproblem; herved viser han, at den spgte 
Kurves Ligning erholdes ved Elimination af en Raskke Stprrelser mellem Ligninger, hvori de foreko mm e lineasrt 
undtagen i én, hvori de forekomme i 2den Grad. Endeligningen bliver saaledes af 2den Grad.Herom siger han: 
„Denne blandede Methode hviler, som man „ser, paa Betragtninger fra den deskiiptive Geometri, paa de 
„Resultater, som Anvendelsen af Analysen paa Geometrien skaffer, „og paa Bogstavregningens almindelige 
Principer. Det er sjeldent, „man har alle disse tre Hjelpemidler npdig, ofte er den blötte „Projektionsmaade 
tilstraskkelig til at bevise plangeometriske „Sastninger, som det vilde falde vanskeligt at bevise direkte; heipaa 
„afgive Monge's Vasrker masrkelige Exempler". 

Det andet Exempel er Sretningen om den Pascal'ske Sexkant udtalt paa den Maclciuriri ske Maade. (se ovenfor 
Kap. II p. 20); den bevises analogt med forrigelö; det tredie bestaar i et Bevis for, at den reciproke Polarkurve til 
et Keglesnit selv er et Keglesnit; det er mrerkeligt, forsaavidt han projicerer saaledes, at de to givne Keglesnit 
giver to Cirkler, uden at han dog underspger, om eller hvorvidt dette altid er muligt. 

Foruden at denne Afhandling direkte har indgivet Poncelet Ideen til hans Projektionstheori, og dens Methoder 
lrenge var blandt hans hyppige Hjelpemidler, er den tillige mrerkelig ved det Bidrag til Litteraturkjendskabet, 
som den yder sin Samtid, der synes at have havt Tilbpilighed til mere at studere Frenomcncrnc selv end deres 
Oprindelse og hvad der tidligere var fundet om dem. Brianchon citerer en stor Mrengdc Forfattere, ligefra 
Pappus til Simson, de Lahire og endnu yngre. Dog henfprer han den Pascalske Sexkant til Maclaurin og 
Braikenridge. 

I Aaret 1810 fremstaar der et andet Tidsskrift Annales de mathematiques pures et appliquéesYl , der, gjennem en 
Aarrrekke (1810-31) en Gang om Maaneden fra Byen Nimes udsendte et Kvarthefte, hvis blandede 
mathematiske Indhold ogsaa i srerlig Grad er skikket til at fasngsle dens Opmasrksomhed, der studerer de 
modcrn-gcomctriskc Ideers Historie. Det redigeredes af Gergonne, de to fprste Aargangc i Förbindelse med 
Lavernéde. Medens den sidstes Navn ganske er glemt, er Gergonne’s gjennem dette Tidsskrift paa det npieste 
knyttet til Geometriens Historie. Gergonne var en ivrig og elegant Analytiker. Den analytiske Geometri, som 
gjennem. Monge’s Elev B io t var bleven meddelt en Form, derendnu findes i en stor Del af vore Lasrebpger, 
skylder Gergonne yderligere Forbedringer saavel i Methoder som i Detaljer, og man vil i hans Annaler, som 
oftest fra hans Haand, ikke sjelden i Form af Noter paa Foden af Siden ved Andres Arbeider, finde Vink og 
Ideer, som senere have vist sig af fundamental Betydning for de Om vad tn inger ogsaa denne Geometri undergik i 
Lpbet af 20- og 30-Aarene. Gergonne var selv bleven paavirket ved en Bog af L'huilier. Elemens d'analyse 
geömétrique et d'analyse algébrique, (1809) der gav ham Ideen om en „nouveau tour, qu'on pouvait fa i re prendre 
å la géométrie analytique“ 18. 

Den synthetiske Geometris Fremskridt lod ikke Gergonne i Hvile, inden han ogsaa havde formet den analytiske 
Behandling til et Redskab, der lige let og naturligt som Synthesen frembpd dennes elegante lineale Lpsninger af 
Problemerne, som nu vare saa beundrede. Han bragte det allerede 1810 til at lpse Apollonius's Berpringsproblem 



linealt gjennem Analysen. Samtidig brugte han sin polemiske Pen til at kritisere de Exempler paa mindre elegant 
Behandling, som hyppig de synthetiske Vasrker, saaledes Carnofs Géométrie de position frembpd; kort, han var 
paa alle Felter den analytiske Geometris dygtige og energiske Talsmand. Ikke destomindre viste han sig ogsaa 
ved Leilighed som en 0vet Synthetiker, ligesom han i det Hele neppe var frem med paa noget af Mathematikens 
utallige Omraadcr. Hans utvivlsomme Dygtighed og Fasrdom have imidlertid, som vi skulle se, ikk e forhindret 
ham fra en enkelt Gang at gjpre sig skyldig i en betydelig Feiltagelse. Vi ville ogsaa konmie til at berpre andre 
Forhold, hvor vi ikke kunne skjrenkc ham vor Sympathi. 

Der er navnlig ét Princip, til hvis Udvikling Gergonnes Annaler giver vigtige Bidrag, det er Theorien om 
reciproke Polarer. Allerede i de fprste Bind lpses en Raskke Opgaver ved Hjelp af dette Princip, hvis fprste 
Elementer finde saavel synthetisk som isasr analytisk Behandling. Blandt de Navne, som fortjener at nar v nes som 
sasrlig knyttede til denne Udvikling, skulle vi nuerkc, foruden Gergonne selv, Encontre, Rochat, Servois samt en 
eller flere anonyme 

Forfattere. I Annalernes lste Bind foreslaar ServoisK) Navnet „pol“, og i det 3die Bind Gergonne 21 „Polare“ og 
og „Polarplan‘“ i den siden vedtagne Betydning; Rochat indfprer Benrevnelsen en „polare“ i Rummet. I en meget 
kort Tid blev disse bekvemme Benasvnelser anvendte i stor Udstrrekning; flere Opgaver lpstes, idet man ved 
Omvending til det reciproke fik det tilbagefprt til et allerede bekjendt o. s. v., kort, denne Methodes Frugtbarhed 
gaar mere og mere op for den almindelige Bevidsthed. 

Men ogsaa den lineale Geometri og Projektionslceren dyrkes og udvikles. En Opgave, fremsat i lste Bind,23 
giver sammesteds „Un abbonné" Anledning til at fremsaette en smuk og klar Theori, der i kk e mangler synderligt 
mer end Benasvnelserne for allerede at have foregrebet Poncelets Homologiprincip .24 

Som man heraf ser, skrider Udviklingen blandt de franske Mathematikere, takket vasre deres Uddannelse i den 
Monge'ske Skole, til hvilken de me sten alle hpre, samt de nye Organer, deres yderligere Studier har erholdt i de 
me v n te Tidsskrifter, stadig fremad i möderne Retning. Den ene Opdagelse leder til den meste, begge belyses fra 
en ny Side i den opstaaede litterare Debat og der gaar snart intet A ar uden et vigtigt Skridt er gjort fremad i den 
betegnede Retning. 

Dog mangler der endnu en kraftig Aand, der paa engang kan omfatte alle de enkelte Brancher, som holde paa at 
udvikle sig, se deres store felles Udspring, og som tillige kan udtale hint endnu altid manglende Tryllesprog, 
Kontinuitetsloven, der fprst formaar ogsaa at vise Enheden i Fasnomener, der adskilles ved Imaginserernes hidtil 
saa godt som uovcrskrcdnc Grrendse. 

Den Udvikling, som vi i dette Afsnit have vist, er, paa Arbeidet i Gergonnes Annaler mer 25 den, som ogsaa 
uddanner Poncelet, der lever midt i den. Vi ville fastslaa dens Hovedkarakter: 

En Bestrcebelse efter atforme den elemenUere og rene Geometri, derved ment den, der opererer uden Kalkyl, til 
en Videnskab, der om mulig kunde opnaa Analysens Frihed og Almindelighed', Opmrerksomheden hist og her 
henvendt paa r/e/ipcrspcktiviskc Projektions Nytte; Interessen vakt for lineale Lpsninger, hvorved den 
deskriptive Geometri og Transversaltheorien viste Vei. Det gjaldt egentlig nu at fatte disse Opgaver fra et 
almindeligere Standpunkt. Fprst derved vilde der af alt dette blive en Enhed, „den möderne GeometrP. Her laa 
Poncelet's Opgave. 


IV. 


Jean-Victor Poncelet 1 er fp dt i Metz 1788. Sin elementrere Uddannelse fik han paa Fycéet i sin Fpdeby, hvor 
Se ty ois var hans Easrer i Mathematik. Den Forkjasrlighed, hvormed Geometrien allerede her omfattedes af ham, 
blev yderligere styrket, da han, efter at have valgt den mil i tre re Fpbebane, 19 A ar gammel, (1807) blev optagen 



paa Écolepolytechnique i Paris, her indtil 18092 hprte Monge's Forelassninger og gjorde Bekjendtskab med 
dennes, Camot's og Brianchon's Arbeider. Som Elev ved denne Skole beskjeftigede han sig ogsaa selv med 
geometrisk Produktion, og hans fprste Arbeide, betrasffende det Apolloniske Problem om Cirklers Berpring, 
byktes i Correspondance sur 1'École polytechnique II p. 271.3 I November 1810 var hans theoretiske Uddannelse 
fuldendt; han forlod sine geometriske Studier og overgik til École d'Application i Metz. 

I 1812 blev han kommanderet til at deltage i Befestningen af 0en Walcheren, men maatte kort efter skyndsomst 
slutte sig til den store Arme, der drog mod Rusland. Dette Felttog blev skjrebnesvangert for ham. Det var under 
Tilbagetoget fra Moskva, at den Afdeling paa 7000 Mand, hvorved Poncelet stod, ved Krasnoi, i Nrerheden af 
Smolensk, blev angrebet af en fiendtlig Styrke paa 25000 og efter en blodig og fortvivlet Kamp opreves. 

Poncelet selv blev, tilsyneladende dpdelig saarct, efterladt paa Kamppladsen og faldt i Seirherrernes Hrender. Sit 
Fangenskab tilbragte han i Saratov, beliggende i en pde Steppeegn ved Volga.Det var her, Ensomheden og 
Trangen til en Beskjeftigelse, der kunde sysselsrette ham, bragte ham til atter at gjenoptage sine gamle 
elementtere og videregaaende geomebiske Studier. 

Vi have i det foregaaende Afsnit vist, hvor langt den producerende geomebiske Verden i Frankrig var naaet, da 
Poncelet maatte sige den og sit Fredrcl and Farvcl. Det kan i kk e undre os at finde, at han nu umiddelbart fortsatte, 
hvor den havde ophprt at v re re til for ham. Der var forundt ham et Otium, hvor dette Arbeide omtrent var hans 
eneste Trpst og Tilflugt fra de mangehaande Savn og Trrengslcr, som hans Stilling vil forstaaes at have medfprt, 
endog om han i kk e selv havde bekrreftet det. 

Resultatet af disse mrerkelige Studier af den 25-aarige Officer, paabegyndte April 1813 og afbrudte ved 
Fredslutningen i Juni 1814, foreligge i Applications dAnalyse et de Géométrie lste Bind, Paris 1862, hvor de 
indtage over 400 Oktavsider, og hvoraf det meste kan regnes som Forstudier til hans store Traité des proprieétés 
projectives. Som sine Forgjrengere nrevner han i dette Ungdomsarbeide udtrykkelig Monge, Carnot og 
Brianchon', men uden litterrere Hjelpekilder, som han var, maatte han, ligesom en Nybygger fprst maa forfrerdige 
sit Vrerktpi selv, fprst for sig selv rekonstruere sig de halvforglemte Elementer. 

Der er en Kraft og Oprindelighed i disse efter 50 Aars Forlpb offentliggjorte Arbeider, der holder skadeslps for 
Gjcnncmlresningcn af deres for Nutiden ik ke lasnger saa vigtige Indhold. Det er os i kk e npdvendigt at gjpre Rede 
for dette i Detaljen; det er tilsbrekkeligt at betegne det Standpunkt, hvortil han allerede nu viser sig at v re re naaet: 
et fuldstcendigt Herredomme over Systemer af Cirkler, samt efter Brianchon 's Methoder4 over bevcegelige 
Polygoner, underkastede visse Betingelser , begge Dele i direkte Forstand en Basis for hans projicerende Kegler 
og Planer; en klar Udtale af Projektionslcerens Hovedprinciper, blandt hvilke exempelvis Principet om den 
uendelig fjeme rette Linje fastslaaes; Opstillen af Kontinuitetsloven som et npdvendigt Redskab til Brugfor 
Geometeren ved Övergång fra reelt til imaginrert, erkjendt som existerende ved Erfaring fra Analysen,5 videre 
Ideen til Theorienom Homologi eller det plane Perspektiv. Samtlige disse Hovedideer ere udfprte i stor Detalj og 
med en overordentlig Mrengdc Anvendelser. Men saaledes som dette Arbeide föreligger trykt, forraader det 
ogsaa selve Ideernes Vrext og Udvikling hos ham selv; han maa foretage Revisioner, nye Anvendelser af visse 
Sider af en opstillet Theori paa allerede tidligere bearbeidede Sager, kort, det det hele er kun et forelpbigt 
Gjcnncmarbcidc, hvorved Stoffet efterhaanden er modnet for ham selv. Betegnende er navnlig de kolossale 
analytiske Verifikationer, han uafladelig indstrpr, hvoraf enkelte udmasrke sig ved en smuk, men de fleste kun 
ved en forbausende energisk Gjcnnemfprelse. Som en Exempelsamling, hvor en Masngde Detaljer i 
Keglesnitslasren finde en simpel synthetisk Udvikling, fortjene disse hans Forstudier at studeres mere end 
Tilfeldet er.6 Af de Theorier, som aabenbart endnu ikke have staaet for ham med den Betydning, som han senere 
vidste at tillasgge dem, er det os af Vigtighed specielt at paapege Theorien om reciproke Polarer, hvortil man kun 
finder en ubetydelig Spire,7 medens vi have seet, at de franske Mathematikere allerede, inden Poncelet forlod 
hjenmiet, vare paa Vei til at grundlsegge den. 



Da Poncelet saaledes havde gjennemarbeidet en stor Del af sine Ideer, sammenfattede han disse i en Memoire,8 
som det var hans Hensigt at forelregge for Videnskabsakademiet, i St. Petersburg, men som förblev ufuldendt, da 
Efterretningen om Fredsslutningen kaldte ham tilbage og afsluttede hans Fangenskab. Denne Memoire kan bedst 
betegne hans Modenhed ved Hjemkomsten til Frankrig og bekrrefter ganske, hvad vi have seet af hans Studier: 
Kontinuitetsprincipet 9 og Projektionslreren ere her skarpt og tydeligt udviklede, men nogen Theori om reciproke 
Polarer findes ikke udenfor et ganske enkelt Spor. 10 

Ved Siden af en ret levende Glrede over at skulle gjense Fpdeland, Forasldre og Venner fplte Poncelet ogsaa en 
dyb Bevregelse over at skulle forlade den eiendommelige Natur, den lile Trreby og Stepperne langs Volga, som 
havde vreret Skuepladsen for hans Prpvelse og dannet hans Omngivelser under de kjrere og lovende Studier, „og 
jeg spurgte mig selv, om jeg i det virksomme Fiv,som ventede mig, kunde fortsrette mine Studier saaledes som i 
Exilets Stilhed og Ensomhed - disse Studier, som havde forspdet dets Bitterhed og derved var blevne mig saa 
kjrere". 11 

Det gik ogsaa i Begyndeisen, som han havde frygtet; hjemkommen i September 1814, traadte han sttax igjen ind 
i Armeens Kadrer, gjenoptog sin Ingeniprtjeneste i Metzl2 og kom i Medfpr af de nye Uroligheder, som brpd lps 
(de 100 Dage) atter entidlang i en Virksomhed, der ingen Ro gav ham til Udarbeidelsen af sine Ideer. Men efter 
den 2den Pariserfred skjrenkedes der ham under den 5-aarige Okkupation af de fremmede Armeer paany et 
tvunget Otium „i visse Henseender kun lidet forskjelligt fra det russiske Fangenskab", hvorunder han fik 
Anledning til dels at gjpre sig bekjendt med de yderligere Fremskridt, det geometriske Studium havde gjort i 
Frankrig siden 1816, dels at fuldfpre Udarbeidelsen af sit epokegjprende Arbeide. 

Vi have i foregaaende Afsnit omtalt det ivrige Arbeide, der var begyndt i Gergonne's Annaler i de to fprste 
Aargange 1810- 1812 3: medens Poncelet endnu var i Frankrig inden det russiske Felttog. Forpvrigt maa vi 
bemrerke, at, ligesom Poncelet överalt hrevder indtil 1815 intet Kjendskab at have havt til disse Arbeiders 
Indhold, er dette ogsaa tydeligt af hans Udarbeidelse af sine Ideer under Fangenskabet; som tidligere antydet, 
have de nrermest Karakteren af at v re re befrugtede af Brianchon'ske Ideer. 

Vi skulle nu kortelig meddele, hvad Poncelet under sine nye Studier forefandt af Fremskridt siden den Tid, han 
havde kunnet fplge med. Flere af de Emner, hvormed han havde beskjeftiget sig i Saratov, v re re samtidlig 
behandlede i Hjemmet. Det udgjorde, foruden hvad vi fpr har - nrevnt, navnlig fplgende: 

I Journalpolytechnique mpder vi i det Cahier, der udkomn 1813, et vigtigt Arbeide af Gaultier (de Tours): Sur 
les moyens généraux de construire graphiquement un cercle déterminé par trois conditions et une sphére dét par 
quatre condit. 13 Behandlingen er noget bred, clcmcntrer, og Indholdet falder for en ikke liden Del, hvad det 
plangeometriske angaar, sammen med Poncelet's samtidige Studier over Systemer af Cirkler, men er i kk e saa 
elegant.Hans Maal ligger ogsaa lavere, idet han kun gaar lidet udenfor det Apolloniske Berpringsproblem; men 
han opstiller dog en almindelig Theori, hvori de bekvemme og siden antagne Benrevnelser, Radikalaxe o. s. v. 
foreko mm e samt giver sin tid vrerdifulde historiske Oplysninger. 

Af stprre Interesse er det samtidige Arbeide i Gergonne's Annaler, hvor Diskussionen om Pol og Polare samt om 
den projektive Methode fortsrettes. I 1813 meddeler Gergonne Beviser ved Projektion for Pascal's og 
Brianchon's Sretninger, 14 hvis Forttin og Mangler er saavidt karakteristiske, at de bpr bemrerkes. Sammenligner 
man den paa den ene Side med Lord Stanhope's (p. 20) og paa den anden med det sanmtidig af Poncelet i 
Saratov leverede, 15 ser man Fremskridtet og Ufuldkommenheden tydelig. Han gaar, for den Pascafske Sretnings 
Vedkommende, ud fra den elementrere Sats: Na ar to Par modstaaende Sider i en Cirkel indskreven Sexkant ere 
parvis parallele, er ogsaa det tredie Par parallele. Ved Parallelprojektion udvider han dette til Ellipsen. Heraf 
slutter han ved at projicere en saadan Ellipse ved Centralprojektion til en Cirkel, at Sretningen gj re 1 de r, for saavidt 
Linjen med de tre Skjceringspunkter falder udenfor Cirklen, og heraf erholder han ved en ny Centralprojektion 
Sretningen (med den samme Indskrrenkning) for alle Keglesnit. Istedetfor ved en Centralprojektion fra sit 



Udgangspunkt at komme direkte til det almindeligste, han paa denne Maade naar, konstruerer han saa at sige en 
Cylinder og to Kegler 0: Cylinderen og den ene Kegle formeget). Det s amm e Apparat behpver han for fra den 
elementrere Kjendsgjerning, at i en om en Cirkel omskreven Sexkant, hvori i to Diagonaler, derforbinde 
modstaaende Hjo mer, gaa gjennem Cirklens Centrum, det samme er Tilfcelde med den tredie, at udlede 
Brianchon's Sats, med den Indskramkning, at det fas lies Skjreringspunkt ligger i Keglesnittets Indre. 

For nu at komme fra de nrevntc Indskrrenkninger anstiller han fplgende Betragtninger, der generaliserede vilde 
have bragt ham til at udtale Kontinuitetsprincipet: I et Keglesnits Ligning indgaa 5 af hinanden uafhrengige 
Konstanter, hvorover man kan disponere 

for at faa Keglesnittet til at gaa gjennem 5 givne Punkter, eller tangere 5 givne rette Linjer. Skal nu Keglesnittet 
gaa gjennem 6 givne Punkter (eller rpre 6 givne rette Linjer) faaes ved Elimination en Betingelsesligning mellem 
de Konstanter, der bestenmie de 6 givne Punkter (Linjer), af den Natur, at Punkternes (eller Linjernes) Stilling 
forresten intet gjpr til Sagen. Men i den ovenfor givne Stilling er der fundet en Relation, hvis analytiske Udtryk 
netop maa v re re denne Betingelsesligning; thi ellers vilde der v re re to saadanne. Altsaa maa denne Relation v re re 
uforanderlig og finde Sted for en hvilkensomhelst Stilling af de 6 Punkter (Linjer) 16. 

Ogsaa den geometriske Analyse gjpr Fremskridt; flere fortrreffelige Afhandlinger af B re t og af Gergonne 
indfprer heldige Reformer, saaledes foreslaar og anvender B re 1 17 den nu s redvanlige Methode at udtrykke den 
rette Linje i Rummet ved 3 Ligninger, med den variable Strrekning langs Linjen som Parameter, og opnaar 
derved betydelige Simplifikationer, som nutildags er velbekjendte, og Gergonne opstillerl8 i den nu bekjendte 
Form Polarens og Polarplanets Figninger. 

Endelig maa vi nrevne Dupin's store Vrerk „Développements de Géométrie“, der udkom samlet i 1813, men hvis 
enkelte Dele var bearbeidede allerede i tidligere A ar, et Vrerk, hvori denne store Geometer optrreder som 
Arvtagcr af én Side af Monge's Arbeide, ligesom Poncelet fortsretter og fuldbringer en anden. Poncelet betoner 
oftere, at Studiet af Dupin har vreret frugtbringende for ham. Det nrevnte Vrerks Indhold ligger ipvrigt fjernt fra 
de Theorier, han udviklede. 

Henimod 1815 var der kommen en Stilstand i de franske modern-geometriske Studier. Monge's Skole holdt paa 
at aflpscs af en ny med Cauchy som den Toneangivende, samtidig som den gamle Monge selv efter sin 
Tilslutning til de Napoleon'ske 100 Dages Hcrrcdom mc blev Gjenstand for Krrenkelser og Forfplgelser, der 
nedbrpd hans Aand og inden kort lagde ham i Graven (1818). Carnot havde en lignende Skjrebne; han dpde i 
Exil 1823. 

Efter 1815 er den geometriske Diskussion i Gergonne'sA nnaler heller ikke lrenger saa livlig; man mpder kun faa 
af de gamle Navne, et Par nye ere nrevnevrerdige. 

Frégier opdager nye Sretninger ved Keglesnit og 2den Grads Fläder; 19 en ung talentfuld Mathematiker 
Durrande gjpr interessante Fors0g2O paa at udvide den elementrere Geometris Felt og behandler Gaultiers 
ovenfor omtalte Emner. Den lovende Begyndelse standsedes ved en tidlig Dpd, men den elegante Behandling 
fortjener, at hans Navn Mindes. Lamé giver et Uddrag21 af en i December 1816 til Academiet indleveret 
Afhandling, der betegner et smukt Fremskridt i den analytiske Geometri, nemlig hans Brug af variable 
Konstanter som Faktorer for at danne Ligningen for Kurver eller Fläder bestemte ved visse andres Skjrering. Det 
er den samme Ide, som han 1818 udviklede i sin Bog: Examen des differ entes, méthodes employées pour 
résoudre les problémes de Géométrie. 

I Aaret 1817 udgav Brianchon sit af Poncelet saa hyppig citerede lille Arbeide: Mémoire sur les lignes du 
seconde ord re,22 der betegner det nuerkelige Fremskridt at tage Desargues's Lcere om Involutioner til 
Udgangspunkt. Her gjpres ogsaa for fprste Gang efter Aarhundreders Forlpb den Desargues-PascaVske Skoles 
historiske Rettigheder gjreldende for den videnskabelige Verden. Hverken dette eller hans i det fplgende Aar 



udgivne: Applications de la théorie des transversales,23 der behandlede Linealgeometrien, have vi havt 
Anledning til at se, men Poncelet's Omtale berettiger os til at tillregge dem meget Vrerd.24 

Vi ville benytte denne Anledning til et Par Bemrerkninger om Brianchon. Vi have ikke lagt Skjul paa, at vi skatte 
denne Geometers Vrerd og Betydning h 0 i t. Vistnok var hans Produktivitet ringe, og en mregtigere Aand end hans 
blev det givet ganske at lpse det bundne geometriske Studium, saa Brianchon's Arbeide svinder ind ved Siden af 
Poncelefs. Men Brianchon var en original og selvstasndig Forsker og Poncelet's Arbeide er fra fprst af befrugtet 
af hans vrekkende og klare Frembringelser. I sin „Rapport“ ofrer Chasles Brianchon kun tarvelig Omtale og 
finder hverken hans Transversaltheori eller hans Artikel i lOde Cahier afJournal polytechnique en Nrevnelse 
vasrd. Vi vide, at den sidstnrevnte sa;ti ig har inspireret Poncelet under hans Studier i Saratov. Saameget heller 
bevare vi denne beskedne Forskers Navn i taknemlig Erindring, som han stod i et varigt Venskab med sin store 
Aandsfrasnde. Hans skjpnne Sats om den omskrevne Sexkant vil altid give hans Navn en rerefuld Sammenstilling 
med et af Geometriens stprste. 

11817 mpde vi de f0rste Arbeider af Poncelet, idet han lader indrykke tre Artikler i 8de Bind af Gergonne's 
Annaler. 25 F0r vi imidlertid gaa ind paa Betragtningen af disse, skulle vi betegne den Udvikling, som hans 
Studier vare undergaaede, efteråt han anden Gang havde faaet Ro til at bcarbcidc sine Ideer. I 2det Bind af 
„Applications d'analyse et de géométrie", föreligger en Rrekke Afhandlinger fra Tiden efter hans Hjemkomst, 
1814-20, der afgive Bidrag til Bedpmmelsen af denne Udvikling. Det karakteristiske ved denne er fprst og fremst 
hans stprre Emancipation fra analytisk Behandling, som han fandt ufrugtbar for sig,26 og istedetfor hvilken han 
forstaar at anvende direkte Rresonncmcntcr, hvoraf enkelte pege i Retning af den möderne „abzählende 
Geometri",27 og som han for sin Del kommer til gjennem sit Kontinuitetsprincip. Han fordyber sig i Litteraturen 
og bliver i kort Tid sin Tids utvivlsomt lrerdeste Geometer. Allerede Vinteren 1815-16 er han kommen efter 
Pascafs Prioritet til Sanningen om Sexkanten, medens han dog endnu ikke kjender Desargues's Fortjeneste. 
Newton's, Maclaurin's og Braikenridge's Arbeider bringe ham til at lregge Transversaltheoriens fortrreffelige 
Apparat paa Studiet af Kurver afhqiere, navnlig 3die Orden, hvorved han beviser en stor Mrengde Sretninger om 
disse og bl. a. studerer deres Krumningsforholde efter simple Principer. Allerede fra 1816 skriver sig saaledes 
hans dybtgaaende Studier over harmoniske Middelpunkter. Videre er det ham magtpaaliggende paany at 
gjennemtrenke og begrunde sit Kontinuitetsprincip, og dette udgjor en stor Del af hans fplgende Arbeide. 

Endelig benytter han de Emner til en brugbar og nyttig Theori, der forelaa i de tidligere omtalte i Journal 
polytechnique og Gergonne's Annaler leverede Sretninger ogProblemer vedrprende Pol og Polare, og i hans 
Haand udspringer der strax heraf det frugtbare Princip om reciproke Polarer, der lader alt, hvad de andre f0r 
ham have prresteret i samme Retning, langt bag sig. 

Under disse Studier, der ligemeget bevregede sig paa abstrakte Hpider som i dybtgaaende Detaljer, var Poncelet 
kommen i Besiddelse af en ganske overordentlig Mrengdc nyt og interessant Stof; navnlig havde han herunder 
beriget Lrercn om Keglesnittene, denne endnu langtfra udtpmte Kilde, hvoraf saa utallig mange befrugtende Ideer 
er udvreldet over samtlige mathematiske Omraader. Et Par Samlinger af disse hans Opdagelser i 
Keglesnitshistorien udgjpr de fprste Artikler fra ham i Gergonne's Annaler: Théorémes nouveaux sur les lignes 
du second ordre, 28 og et Tillreg til denne Artikel, Uddrag af et Brev addresseret fra Metz til Annalernes 
Redakt0r.29 Disse smukke smaa Afhandlinger henlede Opmrerksomheden paa en Art Sretninger, som Poncelet 
finder, Mathematikerne have forspmt, nemlig Sretninger om Vinkler, hvori disse optrrede „sans 1'intervention des 
quantités linéaires on trigcnométriques". Han giver en Rrekke smukke Exempler paa den Rolle, disse Sretninger 
spille i saavel den generelle Kcglcsnitslrerc (fornemlig Brrendpunktsegenskaber) som for sreregne Keglesnit 
(Cirklen, Parablcn). Fremstillingen er rent elementrer geomettisk. Skjpnt det af Poncelefs tidligere Studier 
tydeligt nok fremgaar, at han forlrengst har seet den indre Förbindelse, der finder Sted mellem disse metriske 
Scetninger og de projektive, han forpvrigt studerede, saa kunne vi selvfplgelig i kk e vente at finde nogen 



Antydning af en saadan Förbindelse i de nasvnte Afhandlinger, hvis Lassere manglede de fornpdne 
Forudsastninger. - Gergonne havde i 7de Aargang30 af Annalerne et Par Gange gjentaget sine tidligere Angreb 
paa den rene Geometri for dens Ufuldstasndighed og hasvdet Analysens Overlegenhed, idet han samtidig med sin 
elegante Behandling havde forstaaet at udlede lige naturlig og simpelt ad analytisk Vei Lpsningerne af et Par 
Opgaver, der tidligere havde faaet en smuk rent geometrisk Behandling. Disse Yttringer gav Poncelet Anledning 
til at trasde i S kran ken for denrene Geometri. Flan udtaler sig i Jléflexions sur l'usage de 1'analyse algébrique en 
géométrie etc G 31 i smigrende Udtryk om Gergonne's Evne i den analytiske Behandling og giver ham ogsaa Ret i 
hans Udtalelser om den rene Geometri, hvis derved kun skulde forstaaes „de Gamles, 3: den der dyrkedes af 
Euklid, Apollonius, „Vieta, Fermat, Viviani, Halley o. fl.“, derimod ikke om man (med ham selv) ved den rene 
Geometri forstod „den, hvori man „afholder sig fra Brugen af Koordinaternes Methode eller „overhovedet enhver 
Slags Kalkyl, som noget 0ieblik lader tabe den „Figur, det gjrelder, af Syne; eller den nyere, hvori man betragter 
„Figuren som variabel og ved Hjaelp af Begreberne „uendelig stor“ „og „uendelig liden" opdager de Relationer, 
der finder Sted „mellem deres Dele;32 eller den, der ved Betragtninger over „Rumfigurer lpser plangeometriske 
Problemer og igjen overfprer „Resultaterne paa Rummnet.“33 Om denne rene Geometri tror han, at den, 
behandlet „moins restraint", end man hidtil har gjort, vil yde visse Klasser Problemer Lpsninger, der vil staa over 
Analysens," saa fuldkommen end denne nu er“. Dog er det i kk e hans Mening, at den rationelle Geometri altid vil 
kunne maale sig med Analysen, men heller, som Dupin havde udtalt, at hver isasr har eiendommelige Fortrin. Et 
exklusivt Valg af den ene eller anden Fremgangsmaade er i kk e gavnlig. Og specielt betoner han Nytten af, 
„benyttende Analysens almindelige Principer, at give „Geometriens Resultater al den Udvidelse, som disse for 
det meste i sig „selv savne, og som v resen tl ig tilhprer den fprste". 

Flan ender med uden Deduktion at give en Del Exempler paa den Slags Problemer, hvorved den rene Geometris 
Lpsninger synes at maatte gives Fortrinnet for dem, som Analysen skaffer, idet han hertil fornemlig vrelgcr nogle 
af de Problemer om bevcegelige Polygoner, som han med stor Omhu havde studeret allerede under sit 
Fangenskab. Vi hidsrettc de fprste: 

„I et givet Keglesnit med Linealen alene at indskrive en „Polygon med m Spidser, hvis Sider, i Tilfelde 
forlasngede, gaa „respektive gjennem et ligestort Antal Punkter, vilkaarlig givne i „Keglesnittets Plan“.„Om et 
givet Keglesnit med Linealen alene at omskrive en „Polygon med m Sider, hvis Spidser respektive stptte sig paa 
et „ligestort Antal rette Linjer, vilkaarlig givne i Keglesnittets Plan". 

Han har, som han udtrykkelig siger, s amm enstillet disse, uagtet deres forskjellige Natur, „da, som man ved, Intet 
er lettere „end ved Hjrelp af Theorien om Poler at gaa over fra Lpsningen „af det ene til den af det andet". Disse 
og andre vanskelige Problemer behandles nu paa flere Maader ved lineale Konstruktioner. 

I sit Gjcnsvar34 fastholder Gergonne for en Del sit Standpunkt, men udtaler i smigrende Udtryk sit Haab om, at 
Poncelet snart vil tilfredsstille Lasserens Nysgjerrighed efter at se, hvordan han er kommen til sine geniale og 
elegante Konstruktioner. „Jeg „vover at tro, siger han, at Forskjellen mellem vore Methoder aldrig „vil fpde 
nogen anden Strid mellem os end Kappestriden til „Videnskabens Fremme". Denne Tro skulde dog blive 
tllsk amm e. 

Endelig meddelte Poncelet endnu i samme Aargang en Artikel, betitlet: Solutions de problémes de Géométrie , 
suivis d'une théorie de polaires réciproques et de réflexions sur 1'élimination. 

Den nrermere Omtale af denne, der er det sidste, vi kjende fra hans Haand, inden hans „Essai sur les propriétés 
projectives des sections coniques" indleveredes til Institutet, opsastte vi til et fplgende Kapitel, der omhandler 
Forholdet mellem Poncelefs Princip om reciproke Polarer og Gergonne's Dualitetsprincip, det Emne, der kom til 
at forbitte de to Mathematikeres gjensidige Forhold. Idet vi ligeledes til samme Kapitel opsastter at omtale de 
videre Skridt i Udviklingen af Dualismens Principer, som de fp Igen de Aargange af Annalerne vise, har vi i kk e 
synderlig mere at tilfpie, hvad Tidsrummet 1815-20 angaar. Dette har vist os, ved Siden af en kun lidet livlig 
Virksomhed i Journalerne, fortsatte Studier af Poncelet, af en Dybde og en Umiddelbarhed, der stiller ham som 



Dåtidens ubetinget st0rste Geometer. Kun lidet af dette offentliggjpr han imidlertid, indtil han lste Mai 1820 til 
Académie des Sciences de llnstitut indsender en omfangsrigere Afhandling, betitlet: „Essai sur les propriétés 
projectives des sections coniques“. Denne Essai udgjdr et f0rste Udkast til „Traité des propriétés projectives des 
figures“, der udkom to A ar senere. Den er f0rste Gang trykt i „Applications“.35 Den Rapport for Institutet, som 
Cauchy forfattede om den, er derimod velbekjendt og flere Gange trykt.36 Vi skulle i det Afsnit, der omhandler 
Kontinuitetsprincipet, nrermere behandle denne. Den ender med, trods en i det hele noget fornem og reserveret 
Holdning, at anbefale Poncelefs Essai til Optagelse i „Receuil des savans étrangers". 

I det fplgende Par Aar, indtil „Traité des propr. proj.“ udkonmier, vedbliver Poncelet fra Tid til anden at levere 
Bidrag til Gergonne's Annaler, hvor der efterhaanden igjen begynder en Diskussion af stprre Liv, der minder om 
Annalernes fprste Aargangc. Nu, da Tiden for Poncelefs egentlige epokegjprende Fremtrreden er umiddelbait 
forestaaende, har dog de Detaljer, som herved fremdrages, i kk e den Interesse for os, som da man endnu var 
ken ge re tilbage i Udviklingen. Kun kan det v re re af Interesse at bemrerke, at Poncelet har Anledning til endnu 
engang at vise sin rene Geometris Overlegenhed over Gergonne's analytiske Betragtning. Poncelefs Arbeider i 
Annalerne i denne Tid er kun fplgende: 

lite Aargang p. 205 (forfattet i Förening med Brianchon): Recherches sur la détermination d'une hyperbole 
équitatére au moyen de quatre conditions données 37. 

Samme A arg. p. 317: Geometrisk Konstruktion af en Cirkel, som r0rer tre givne paa et Plan eller en Kugle etc.38 

12te Aarg. p. 109: Bevis for Newton's Sats om Firkanter, omskrevne om et Keglesnit. 39 

12te Aarg. p. 233: Récherches diverses sur le lieu des centres des sections coniques assujetties å quatre 
conditions, et solution de deux problémes proposés å la page 372 du Tome XI des Annales. 40 



Den omtalte „Essai“, med hvis Redaktion Poncelet allerede var ifrerd i 1818,1 skjpnt den som nrevnt fprst forelaa 
1820, beskjreftiger sig kun med Keglesnittene, som den behandler i 3 Kapitler: I. Notions préliminaires sur les 
cordes ou sécantes idéales des sections coniques', II. Des cordes ou sécantes idéales considérées dans le cas 
partieulier de la circonférence de cercle, og III. Principes de la doctrine des projections. Da de to fprste nresten 
ganske svarc til lignende Afsnit i hans „Traité“ og det tredie ogsaa fuldstrendig gaar op i samme, vil der i kk e 
vrere Grund til at betragte hver Afhandling srerskildt. Der bliver ogsaa under den fplgende udf0rligere 
Behandling af det st0rre Vrerk fuld Leilighed til at omtale, hvad der maatte blive af sredig Vagt at anfpre om det 
fprste. Det samme gjrelder Cauchy 's Rapport over „Essai“, der vil blive at nrevne ved de tilsvarende 
Hovedpunkter i „Traité“. 

„Traité des propriétés projectives des figures“ af 1822 omfatter, som Titelen viser, meget mere end „Essai“ og 
har de projektive Egenskaber i Almindelighed til Gjenstand. Dette Emne og det abstrakte Kriterium paa saadanne 
Egenskaber var - allerede Studiegjenstand for Poncelet under hans Fangenskab og er allerede da betegnende for 
hans v resen tlige Fremskridt fra Brianchon og de andre Forgjrengere. 

Idet vi i de fplgende Afsnit forbeholde os at gaa nrermere ind paa Enkelthederne i „Traité“, skulle vi her 
forelpbig give en Oversigt over dens Inddeling og Indhold. 

Vrerkets fulde Titel lyder: „Traité des propriétés projectives desfigures. Ouvrage utile ä ceux qui s'occupent des 
applicationsde la géométrie descriptive et d'operations géométriques sur le terrain‘“.2 

Efter et Forord paa et Par Sider, omhandlende Vrerkets Tilblivelse og ellers kun indeholdende de for et Forord 



sredvanlige Reservationer, f0lger Aftryk af Cauchy's Rapport over „Essai“. Slutningsordene i denne: „Vi finde 
saaledes denne Afhandling „vasrdig til Akademiets Approbation og vi vilde have foreslaaet at „optage den i 
Receuil des savans étrangers, hvis Forfatteren ikke „havde bestemt at lade den indgaa som Del af et Vasrk, han 
har til „Hensigt at udgive om dette Emne“, afgive tilstrrekkelig Motiv til at indfpre den, som om den gjaldt 
„Traité“. I Forordet siger Poncelet, at han har spgt at gj0re sig Rapportens Bemrerkninger nyttige. 

Den egentlige Afhandling er delt i en Indledning, 4 Sections og et Supplement, Sektionerne igjen i Kapitler. 

Indledningen (Introduction), begynder med at karakterisere Monge's Skole og det med denne vundne Fremskridt. 
Den Monge'ske Methode, hedder det, var en v resen tl ig „blandet“, halv ren, halv algebraisk (overensstemmende 
med vor tidligere givne Karakteristik) og ikk e altid saa direkte, som pnskelig; skjpnt den derfor indeholdt store 
Fremskridt, stod dog meget tilbage at gjpre. Derpaa sammenl ignes Analysen og Synthesen, og den Fordel, som 
maatte spges opnaaet, angives npiere. Den nye Methode, Forfatteren selv foreslaar, betegnes som Brug af 
„implicit“ Rresonnement, i Modsretning til det „explicite, der hidtil alene er holdt for strengt“. Denne Methode 
(.Kontinuitetsprincipet ) karakteriseres nrermere og der tages til Gjenmrele mod Cauchy's Rapport, idet der 
forbeholdes i „Traité“ at kaste Fys over Principets Anvendelse. Dcrnrest gaar Forf. over til at omtale sit andet nye 
Princip, Projektionen, hvoraf Transversaltheorien kun var et Korrolar samt den eiendonmielige Reliefprojektion. 

„At forpge den simple Geometris Hjelpemidler, at udvide „Forestillingerne og forbedre Sprogbrugen, der begge i 
det Hele „ere lidet udviklede, og nrerme dem til hvad er haves i den „analytiske Geometti, at yde generelle Midler 
til at opdage og„bevise ad let Vei den Klasse Egenskaber, som Figurerne besidde „naar man bettagter dem paa en 
rent absttakt Maade og „uafhrengigt af enhver absolut og bestemt Stprrelse: det er fornemlig „Hensigten med 
dette Vasrk“. 3 

Resten af Indledningen optages af en interessant historisk Afhandling, hvori han yder alle sine Forgjrengere lige 
fra de Gamle til hans egne Samtidige Retfrerdighed. Denne Historik hprte ganske vist til de fprste i sit Slags af 
saa udt0mmende Beskaffenhed. 

Indledningens Afslutningsord ville vi hidsrette ordlydende: „D'ailleurs le but de 1'ouvrage que nous mettons au 
jour est „d'offrir un tableau, sinon complet, du moins assez étendu, des „propriétés projectives', et nous saisirons 
toutes les occasions, „qui pourront s'offrir, de signaler les premiers inventeurs. „Cet ouvrage sera donc 
véritablement un exposé historique et „scientifique de cette branche intéressante de la Géométrie . Nous 
„regrettons toutefois que le défaut d'espace ne nous permette pas „d'y faire entrer nos recherches relatives aux 
propriétés projectives „des courbes géométriques des divers ordres, et nous oblige d'en „renvoyer la publication å 
une époque plus reculée: cet ensemble, „p\us complet, aurait montré qu'il est peu de propriétés générales „de 
Vétendue qu'on ne puisse ramener dans le domaine de la simple „Géométrie, au moyen des ressources offertes, 
soit par la doctrine „des projections, soit par la loi de continuite“A 

Den fprste Sektion bar til Överskrift: Principes généreaux. Den behandler den centrale Projektions almindelige 
Egenskaber, Kriteriet paa, at en metrisk Egenskab er projektiv, med Exempler paa Projektionens Anvendelser 
(Kap. 1), udvikler deipaa den nye og for det fplgende betydningsfulde Theori om ideale Korder ved Keglesnit og 
kaster derunder Fys over forskjellige Fasnomener, der hidtil synes lidet forstaaede eller ganske upaaagtede, men 
som denne Theori fuldstendig forklarer. 

Theorien anvendes sasrlig paa Systemer af Cirkler gjennem fcelles Skjceringspunkter og dettes orthogonale 
Cirkelsystem. Kontinuitetsprincipet benyttes hyppig og leder bl. a. til Antagelsen af den uendelig fjerne rette 
Linje (Kap. 2). Efter dcrnrest at v re re gaaet nogetnpiere ind paa Projektionens fundamentale Principer, idet han bl. 
a. paany belyser Paradoxet om den uendelig fjerne rette Finje, underspger han srerlig Muligheden for ved 
Projektion at ovetfore et givet Keglesnit og en ret Linje i sammes Plan til en Cirkel og den uendelig fjerne rette 
Linje i sammes Plan, eller, hvad der er det samme, Muligheden for ved Projektion at ovetfore to vilkaarlige 



Keglesnit i samme Plan til to Cirkler i samme Plan. I Förbindelse hermed omtaler han Betydningen af det 
degenererede Keglesnit, hvad enten dette bestaar af to reelle eller to konjugeret-imagincere rette Linjer (Kap. 3). 
Sektionen ender med to Noter, hvori der indgaaes mermcrc paa et Par Specialiteter. Den sidste af disse spger det 
geometriske Sted for de Punkter, hvorfra det er muligt at projicere et givet Keglesnit til et nyt af given Form 
(Assymtotvinkel) saaledes, at en given ret Linje i det givne Keglesnits Plan samtidig bliver den uendelig Ijerne 
Linje i det nye Keglesnits Plan. Den spgte Flade findes at v re re en Torns. 

Anden Sektion har af Forfatteren faaet Titelen: Propriétés fondamentales des lignes droites, des sections 
coniques et des cercles. Flan viser fprst, idet han gjenoptager Carnots Transversaltheori, hvor sredig 
Projektionen er egnet for denne, da samtlige i denne forekonmiende Sretninger ere af direkte projektiv Natur. 
Transversaltheoriens Anvendelse saavel paa Polygoner (Kap. 1) som paa Keglesnit (Kap. 2) fremstlller han i en 
elegant og samlet Bearbeidelse, medtagende Alt, hvad der fpr kjendes og tilfpiende nye Bidrag; paa dette Sted 
(Kap. 2) udvikler han sin Theori om reciproke Polarer. Sektionen ender med en clcmcntrer Udvikling af Lrercn 
om Lighedscentrer for to Cirkler , med en indskudt Anvendelse paa det Apolloniske B er0 ring sp rob le m , for 
hvilket han giver nye og mrerkvrerdige lineale Lpsninger (Kap. 3). 

Medens anden Sektion til Betragtningerne over Lighedspunkter o. s. v. for to Cirkler fp i er en liden Udvidelse til 
lignende for to ligedannede og ensliggende Keglesnit, gaar tredie Sektion, der fprer Titelen „Des systémes de 
sections coniques", et mregtigt Skri dt videre. Ved Centralprojektion af de Cirkelsystemer, der betragtedes i 
forrige Sektion, fp res Poncelet til Opstilling af sit Homologiprincip, som saaledes fra fprste Flaand bliver ham et 
nyt projektivt Middel til Opdagelse af Keglesnitsegenskaber, men som han selvfplgelig opstiller i sin fulde 
Almindelighed. Af mere speciel Interesse er en liden indskudt Betragtning over Muligheden afat l0se linealt alle 

plane Problemer af2den Grad, naar man har givet en i Planet tegnet Cirkel eller Vinkel afbestemt St0rrelse 
(Kap. 1). Betragtningerne over Flomologiprincipets Natur leder ham ind paa en udtpmmende Diskussion af en 

Raskke Forhold vedrprende to Keglesnits fcelles Sekanter - og Fasllestangenters Skjreringspunkter - samt deres 
Skjceringspunkter - Forbindelseslinjer. Han beviser rent geometrisk, stadig benyttende Kontinuitetsprincipet, at to 
Keglesnits Fcellessekanter i det mindste har ét reelt Skjceringspunkt o. s. v. samt udvikler videre en i Sektion I 
Kap. 2 opstillet Theori om et Slags reciproke Punkter, hvoraf der gjpres vigtige Anvendelser, der berpre Lrercn 
om den dobbelte Uendelighed af Keglesnit gjennem 3 givne Punkter (Kap. 2). Endelig anvendes de vnndne 
Resultater paa en dybtgaaende Behandling af det srerskildtc Tilfelde, naar to Keglesnit have dobbelt Kontakt. 
Her lpses en Mrengdc Problemer, idet saamange som mulig reduceres til lineale Konstruktioner (Kap. 3). 

Fjerde Sektion fprer Överskriften: Des angles et des polygones. De metriske Relationer om Vinkler og 
Brcendpunkter, som heri fprst udvikles, hpre til de interessanteste Anvendelser af Projektions- og 
Homologiprincipet. Her optrasder den vigtige Theori om de to uendelig fierne imagincere „Cirkelpunkter“, 
hvorved alleslags metriske Egenskaber kunne overfpres til projektive. Man kan vistnok betragte de paradoxale 
Egenskaber ved Cirkelassymtoterne som en af de smukkeste Fplger af Kontinuitetsprincipet. Blandt den Mrengdc 
elegante Udviklinger i dette Parti (Kap. 1) kan nrevnes hans Udledning af den sredvanlige Konstruktion (ved 
Hjrelp af den ligesidede Hyperbel) af Normalerne fra et Punkt til et Keglesnit. Et fra dette Emne helt forskjelligt 
er det n res te om bevcegelige Polygoner, beskrevne i eller om andre Poly gomer eller Keglesnit, et Stof, som vi 
erindre, dannede et af Udgangspunkterne for hans hele Studieretning. Der gjenfindes ogsaa mangt, der minder 
omhans fprnrevnte Arbeider, i det betrreffende Afsnit (Kap. 2). Underspgelserne udstrrekkes dog yderligere til det 
Tilfrelde, at de Kurver, hvorpaa Polygonerne glide, er afhpiere Orden, eller at Polygonerne selv ere 
underkastede andre Betingelser (have visse Vinkler konstante). (Kap. 3). 

Hermed ender den egentlige Del af Vrerket; men af stor Betydning er endnu det indholdsrige ,Supplément sur les 
propriétés projectives desfigures dans l'espace“, der uden nrermere Hovedinddeling behandler 
Flomologiprincipets Udvidelse fra Planet til Rummet, en Generalisation, der forpvrigt i sig selv er meget let og 



nasrliggende, men hvorunder ikke destomindre en stor Masngde nye Sastninger opstilles. Navnlig gjpres 
Andengradsfladernes saavel deskriptive som metriske Egenskaber til Gjenstand for Undersögelse. At herunder 
det uendelig fjerne Plan og den i samme forekommende imagincere Kuglecirkel her förste Gang optrasde, kan 
mrerkes, ligesom at endog Krumningstheorien viser sig at ligge indenfor Methodens Raskkevidde. Fremstillingen 
er i Supplementet selvfplgelig adskillig mere kortfattet end i Hoveddelen af Vasrket. 

Vi have her i Korthed givet en Oversigt over Inddeling og Indhold i dette Vasrk, hvoraf hver Side indeholder nyt, 
enten i Stof eller i Fremstilling og Udvikling, og som uagtet sit betydelige Omfång (XFVI + 427 Kvart-Sider 
med tolv Figurplancher) dog bragte en selv for dette Omfång ganske usasdvanlig Masngde Stof. Siden Carnofs 
Géométrie de position var intet udgivet, der i denne Henseende kom op imod Poncelefs Bog, men medens 
Carnofs Vasrk saa ofte spreder og individualiserer, er Poncelefs Bestrcebelse överalt rettet paa at samle, at 
generalisere. Allerede Bogens Motto udtaler dette. Det er et Citat af Dupin:5 

„I1 semble que, dans 1'état actuel des Sciences mathématiques, „le seul moyen d'empécher que leur domaine ne 
devienne trop vaste „pour notte intelligence, c'est généraliser de plus en plus les théories „que ces Sciences 
embrassent, afin qu'un petit nombre de vérités „générales et fécondes soit, dans la tete des hommes, 1'expression 
„abrégée de la plus gyrande variété de faits particuliers". - Deter med dette Maal for 0ie, Poncelet udvikler disse 
almindelige Methoder og Theorier, hvoraf hele den da bekjendte Keglesnitstheori og en Masngde andre 
bekjendte eller nye Kjendsgjerninger flyde som lette og direkte Korollarer, eller hvorved ofte de mest forskjellige 
Fasnomener for Fasserens 0ie bogstavelig projiceres til at falde sammen som identiske. 

Vi ville i det fplgende noget npiere betragte disse Methoder og Theorier enkeltvis og spge at belyse saavel kritisk 
som historisk deres Betydning for det nye og de senere Standpunkter. 


VI. 


Som det Fundament, hvorpaa i „Traité“ alle Poncelefs Betragtninger hvile, som et Princip, hvoraf han fra Tid til 
anden atter henter ny Kraft, saaledes at det stadig findes flettet ind i alle Vasrkets saavel enkelte Dele som 
samlede Vuer, ville vi da först tage hans Kontinuitetsprincip for os. Hertil have vi saa meget mere Grund, som 
Poncelet selv i sin Indledning forst opstiller dette som en nod vend ig Forudscetning, uden hvilken den rene 
Geometri ikke kan behandles med tilstrcekkelig Almindelighed. Det er saaledes först dette Princip, der giver selve 
Projektionen dens störste Styrke. 

Med hvilken Ret tillasgge vi Poncelet fremfor andre TEren for at have opstillet dette Princip? Som vi fpr have 
yttret, ligger det i Sägens Natur, at Analytikerne lasnge have benyttet lignende Forestillinger, og Monge har ved 
at behandle visse enkelte Problemerl gjort Anvendelse af selv Overgange svarende til Poncelefs fra reelt til 
„ideelt“. 

Vi have videre omtalt Carnofs endnu mere indgaaende Ide om de korrelative Figurer, samt paavist Udtalelser af 
Dupin, der pege i lignende Retning.2 Naar vi ikke destomindre tilskrive Poncelet /Hrcn for Principet som 
saadant, sker dette först, fordi det af ingen tidligere end afham er opstillet som en uomgjasngelig fornöden 
Forudsastning for al Geometri, fordi det altsaa virkelig som Princip i hele sin Vidde först er udtalt af ham og af 
ham givet en fuldt udstrakt Anvendelse. Herom basrer, som nrevnt, hans Vasrk Vidnesbyrd i alle sine enkelte 
Dele og et hvilketsomhelstaf nogen af hans Forgjrengere skrevet Vasrk vil, lagt ved Siden af det, i den Henseende 
vise den mest paafaldende Kontrast. Demcest have vi fuld Bekräftelse paa Rigtigheden af vor Dom i Dåtidens 
BedOmmelse af hans nye Princip sammenlignet med Nutidens. Iagttagelsen heraf viser, at Kontinuitetens Fov 
som geometrisk Redskab endog blot for leilighedsvis Brug, kun var erkjendt af de fasrreste, og af den store 
Flerhed, med betydelige Mrend i Spidsen, betragtedes med stor Mistasnksomhed eller rent ud forkastedes. Nu 



erkjendes, som bekjendt, Kontinuitetsprincipet i det Hele saaledes, som det opfattedes og anvendtes af Poncelet, 
som evident. 3 

Hermed have vi betegnet vort fra ChaslesA (og tildels, formodentlig efter ham, Hankel) 5 forskjellige Standpunkt, 
idet disse efter vor Mening tillasgge Monge eller den hele Skole formeget af selve Principet, hvor vi kun finde 
leilighedsvis Anvendelse af Betragtninger, hvis Konsekventser vistnok vilde fp re til samme, men som det dog 
forbeholdtes Poncelet at se og drage. 

Studiet af Kontinuitetsprincipet, som dette föreligger hos Poncelet, sker naturligst, idet man fplger Forfatterens 
Udvikling. 

Det var Bestrasbelserne for at give den rene Geometris Resultater Analysens Almindelighed, der allerede i 
Saratov bragte Poncelet til efter Overveielse af, hvor egentlig Mangelen laa, at opstille som nyt geometrisk 
Axiom de deskriptive Egenskabers Kontinuitet „et Princip‘“ siger han i en af sine asldste Udarbeidelser fra 18136 

„der stiltiende er antaget af mange Geometere, men „hidtil ikke bevist eller explicit, exakt opstillet.Det er 

„denne Analysens store Almindelighed, den man under de samme „Omst£endigheder ogsaa bpr kunne forskaffe 
de geometriske „Beviser, der har retferdiggjort denne Tale om Analysens Overlegenhed. „Det synes som om 

man i kk e har godtgjort tilstraskkelig denne „Overlegenhed.De fprste Geometere, som have anvendt 

„Analysen, og blandt dem Newton selv, have altid sprget for at lade „hvert analytisk Bevis fplges af et synthetisk. 


„I Lpbet af en Regning‘“ siger han ,,hamdcr det ofte, at visse „Udtryk, som indgaa implicit deri, blive Nul, 
uendelig store, „imagimerc, eller antage enhver anden Form: man fortscetter„Regningen uden at tvivle og kommer 
til en Ligning, som heller ikke „efterlader Spor afTvivl.l Gängen i Operationerne, som ikke er „andet end et 
stiltiende Rasson ncmcnt, er da stpttet paa „Betragtninger af uendelige, af i mag i na: re, etc. Stprrelser, og dog ere 
alle „Konsekventser rigtige". 

„Det forholder sig ikke saa med den vanlige Geometri, „eftersom nemlig alle Rassonncmcntcr, alle 
Konsekventser kun kunne „vurderes og tilegnes, saalasnge de tale til Indbildningskraften „gjennem synlige 
Midler, medens Rasscnncmcntct ophprer, saasnait „disse Midler rnangle". 

Vi skulle tilläde os et Par Bcnuerkninger: Det her citerede navnlig den ovenfor af os udhasvede Sretning, der saa 
tydelig brerer Prasg af at tilhpre Tiden fpr de Cauchy-Abel'ske Undcrspgclscr af Algebraens Fundamenter, kunde 
lade befrygte, at Poncelet vilde kunne udstrrekke sit Kontinuitetsprincip ogsaa til Felter eller enkelte Tilfaslde, 
hvor det mulig i kk e lasnger havde Gyldighed. Men alle de Anvendelser, han baade her (hvor han endog 
udtrykkelig udtaler det indskrasnket til deskriptive Egenskaber) og andensteds gjpr, synes at vise, at denne 
almindelige Tyen til den algebraiske Kontinuitet, der dengang, som bekjendt, endnu i kk e var fuldt begrundet, 
i kk e at Poncelet nogensinde, eller endog fra fprst af, var trenkt betonet ud over sin Gramse. Imidlertid finde vi 
paa den anden Side heller i kk e noget senere Sted hos Poncelet, hvor han formulerer nogen bestemt Grasnse for 
sit Princip. De Anvendelser, han överalt gjpr deraf, er vort eneste Maal derfor. 

Skjpnt demasst Poncelet paa dette Sted ikke just udtaler Ordet Axiom, viser den hele Förbindelse, som det 
förekommer os, at Principet her i Virkeligheden er opstillet som et saadant, hvis Begrundelse i kk e ligger indenfor 
Geometriens egen Sfasre, men som egentlig staar der laant fuldt fasrdigt fra Algebraen. 

Dette Standpunkt betegner ogsaa hans ufuldendte Afhandling som han havde tiltamkt Videnskabsakademiet i St. 
Petersburg. I denne förekommer netop Ord til andet de samme af os her gjengivne Betragtninger.8 De fastslaa 
saaledes med Vasgt denne Opfatning, som hans vel bevidste Standpunkt i 1813-14.1 1816 og de fplgende A ar tog 
Poncelet sig fore, som engang fpr omtalt, at underkaste Kontinuitetsprincipet en npiagtig Granskning. 
Resultaterne heraf foreligge i de to vidlpftige Studier: „Sur la loi des signes de position en géométrie, la loi et le 
principe de continuite“9 fra 1816-17 og „Considérations philosophiqes et techniques sur le principe de continuité 






dans les lois géométriques“10, der udarbeidede's i 1818-19, samt endelig i en omtrent samtidig Brevvexling med 
Terquem, Servois og Brianchon. 

Resultatet af den fqrste af de to Afhandlinger, der indeholder en Rae kk e energiske Detalj undersdgelser, som dog 
paa enkelte Steder r0be Ensidighed, 12 kan betegnes ved, at han 

1 ) 

lader Sp0rgsmaalet om Tegnene, og dermed om Kontinuiteten 
paa det reelle Omraade, staa baseret paa rent geometriske 
Unders0gelser, altsaa om man vil, bunde i den Egenskab ved 
Rummet (Planet) at tilläde kontinuerlig B ev regelse og 
Förändring af Figurer (dets „Sammenh£eng“), medens han 
2 ) 

i Virkeligheden er n0dt til at tage algebraiske Forestillinger 
til Hjrelp, hvor Talen er om Övergång til og igjennem 
imagincert. Dette bliver altsaa dog egentlig axiomatisk. Endelig 
kan det mrerkes, at han 

3) 

udstrrekker Kontinuiteten til alleslags metriske Egenskaber, 
tilsyneladende uden Indskrrenkning; men da hans Paastand 
lyder, at alle metriske Egenskaber lade sig reducere til de 
simple, som han i det Foregaaende har underspgt (de vanlige 
elementrere), saa er der i Virkeligheden en betydelig 
Indsk rank ning tilstede. 

„Considérations philosophiques“ er langt klarere og vil fremdeles kunne lreses med Interesse. Den deler 
Korrelationen (som man ser, i en udvidet Carnofsk Betydning) i 3 Arter, direkte, hvor Ordenen mellem de 
korrelative Figurers Stykker ikke er rendret, invers, hvor den er rendret, og ideal, hvor visse Afstande eller Dele 
af Figuren ved Övergång til Imaginaritet er blevne inkonstruktible. Den sidste vii aabenbart i kk e finde Sted uden, 
naar der optrreder Kurver (eller Betingelser) af 2den eller hpiere Grad. Monge nrevnes som den, der fprste Gang, 
men kun i enkelt Tilfcelde og det „en„tacitementl3 s'appuyant sur cette conséquence générale de 1'Analyse „des 
coordonnées: que les relations appartenant ä unc certaine figure „demeurent, dans leurforme explicite 
applicables å toutes les situations possibles de cette figure“ har givet et Par geometriske Sretninger den hele 
Udvidelse, de kunne underkastes. - Herl4 udtaler Poncelet endvidere: „// est visible que pour le cas aetuel, la 
„Géométrie pure ne posséde en elle-méme aucun principe qui permette ,4'étendre ainsi, å priori, les 
conséquences de ces conceptions „naturellement limitées“. For ideale korrelative Figurer paakalder han altsaa en 



fra Algebraen hentet Sandhed som nyt geometrisk Axiom; dette sker her langt tydeligere end i den forrige 
Afhandling og Ordet Axiom förekommer ogsaa brugt etsteds senere. 15 

En kort og exakt Udtale af Principet selv ha ve vi dog kun fundet ét Sted, 16 hvor det i Forbigaaende hedder: ,Le 
principe „de continuité consiste en ce que les propriétés métriques ou „descriptives dime figure donnée 
demeurent applicables, saufles „variations des signes et de position des parties, ä toutes lesfigures „corrélatives 
définies d'aprés Vart. 6“. (De tre ovennrevnte Arter). 

Som Exempel paa Kontinuitetens Brug ved ideale korrelative Figurer skulle vi anfpre det, Poncelet hyppigst 
bruger,17 og dette saa meget heller, som det just er det ene af de Exempler, vi har nrevnt, som skyldes Monge. 

Naar man har givet en 2den Grads Flade og en vilkaarlig ret Linje i Rummet, kan man gjennem den rette Linje, 
ifald denne mangler reel Skjrering med Fladen, lregge to Planer tangerende samme i to reelle Punkter M og N. 
Man ser direkte, at enhver Tangentkegle, hvis Spids S glider paa den givne rette Linje har sin Tangeringskurves 
Plan svingende om Sekanten MN. 

Lregges nu et Plan gjennem den givne rette Linje skjrerende 1) Fladen, 2) Tangentkeglen fra S, 3) 
Tangeringskurvens Plan og 4) Linjen MN, i et System af 1) et Keglesnit, 2) to Tangenter fra det bevregelige 
Punkt S, 3) S' s Polare og 4) et fast Punkt paa samme, har man den bekjendte Plane S retning: 

Naar et Punkt S glider paa en ret Linje, vil dets Polare med Hensyn til et givet Keglesnit dreie sig om et fast 
Punkt. Denne Sretning er her aabenbart, saalrengc Kontinuitetsprincipet ikke antages, kun bevist for det Tilfrelde, 
at den rette Linje ikke har reel Skjcering med Keglesnittet, da den i modsat Fald ikke kan tilbagefpres til den 
ovenviste Rumbetragtning. 18 Antages derimod Kontinuitetsprincipet, da er Scetningen henned ogsaa godtgjort 
for det ncevnte Tilfcelde, idet Systemet af en 2den Grads Flade og en ret Linje, der skjrercr samme reelt, danner 
en idealt korrelativ Figur med den oprindelig givne. Hermed har altsaa den rene Geometri erholdt et Middel til 
lige let som Analysen at kunne slutte til sine S retningers Almindelighed. 

De ipinespringende Fordele, som opnaaes ved Kontinuitetsprincipet, idet den rene Geometri ved dettes Hjrelp 
faar sine Regler om Kurvers Skjcering o. s. v. almengyldige - et Keglesnit skjrerer enhver ret Linje i dets Plan i to 
Punkter, der efter Omstrendighederne ere reelle, sammenfaldende eller imaginrere o. s. v. - afgive yderligere 
Exempler i mrengdevis. 

For at gjpre denne Almengyldighed aldeles fuldstrendig, var det imidlertid endnu npdvendigt at underspge et 
Tilfrelde, der i Virkeligheden gav den rene Geometris Lethed i at danne sit Begreb en vis Overlegenhed over 
Analysen, der her blev den, der fik ny Lrerdom, nemlig det, hvori Punkter i et af de korrelctive Systemer falde 
uendelig fjemt. Dette behandler Poncelet i samme Afhandling og hertil referere sig visse Yttringer i hans 
„Traité“ 10, hvor han i kk e udfprer sin Ide i Detalj. 

Et konsekvent Kontinuitetsprincip lader Loven om, at to rette Linjer i samme Plan skjrere hinanden i ét Punkt, 
gjrelde ogsaa for to parallele Linjer, der saaledes faar et frelles uendelig fjemt Punkt. 

Euklids Postulat i Förbindelse hermed leder til den paradoxale Antagelse, der ikke destomindre bliver af stprste 
Vigtighed, at enhver ret Linje kun har ét uendelig fjem t Punkt. 

At det geometriske Sted for alle de uendelig fjerne Punkter i samme Plan er en ret Linje, er dels en Konsekventse 
heraf (da en vilkaarlig ret Linje kun skjrerer samme i et eneste Punkt) dels en Fplge af Kontinuitetsprincipet 
anvendt paa Sretningen, at to Planer skjrerer hinanden i en ret Linje, idet man trenker sig deto Planer parallele. 
Endelig leder analoge Rresonnementer til Paradoxet om det uendelig fjerne Plan i Rummet. 20 

Vi ville ikke her yderligere indgaa paa Afhandlingens Detaljer. Paa sit Sted skal et Par af dens Resultater 
meddeles; her kan det vrere nok at nrevne, at Underspgelserne pege i Retning af den möderne, der veier de hpiere 



Kontakters Vevsen. Og hermed er det ogsaa antydet, at den saakaldte Antalsgeometri ( ,pbzählende Geom.“), som 
vi skulle se, en af Kontinuitetsprincipets Konsekventser, her har et af sine asldste Forarbeider. 

Af den omtalte Brevvexling mellem Poncelet og nogle af hans Venner, hvem han sendte et Par af sine Arbeider, 
deriblandt den just refererede Afhandling, ville vi notere et Par nasvnevasrdige Ting. 

Det fprste Brev til Terquem indeholder den bedste og konciseste Udtale21 af Kontinuitetsprincipet saaledes, som 
det formedes af Poncelet, som vi har fundet af ham; det lyder: 

„Le principe de la continuité consiste en ce que, si Von congoit „qu'une figure donnée vienne ä changer de 
situation par un „mouvement progressif et continu des parties dont elle se compose, sans „cependant violer la 
liaison et la dépendance primitivement établies „entre elies, les relations ou propriétés métriques qui 
concernaient Ja figure dans la situation premiére demeurent applicables, dans leur Jonne générale, a toutes les 
figures dérivées, sans autre changement „que celui des dénominations simples plus et moins qui peuvent 
„s'intervertir entre elles dans ces relations. Quant aux relations „purement graphiques ou descriptives qui 
concerne la figure „primitive, elles demeurent applicables å toutes les figures dérivées sans „autres 
modifications que celles survenues dans la situation respective „des lignes“. 

Denne Udtale med den karakteristiske Vaghed, som Poncelet, som fpr nrevnt, i det Hele maa siges at give sin 
Formulering af Principet, idet det omtales som gjreldende alle geometriske Egenskaber uden Indskrrenkning, 
mpder om ikke just nogen Indsigelse fra Terquem og Servois saa dog en Interpellation, der ved at minde om det 
transcendenle Gebet, kunde have givet Poncelet Anledning til en Reservation. I sit Svar giver han dog ingen 
saadan,uden at vi desuagtet tpr opstille den Paastand, at han i Virkeligheden nasrede den ubegrrendsede Tillid til 
sit Princip, som det nok kunde ligge nrer at slutte heraf. 

,,Essai‘\ Poncelet s meste Arbeide, forudsastter egentlig „Considérations philosophiques“. Forhindret fra at fplge 
sine Venners Raad, at udgive begge sammen, under Titel: „Nouvelles propriétés „des courbes, précédées de 
considérations sur le principe de la „continuité dans la Géométrie", besluttede han at fremkegge „Essai“ alene. 
Saaledes kom hans Princip for fprste Gang frem for Offentligheden uden nogen synderlig Klargjprelse af dets 
Vresen, og paa en Tid, da en Rrekkc algebraiske Kjendsgjerningers svage Fundamentering netop var opdaget af 
den samme, der fik Poncelet s Afhandling til Bedpmmelse. 

Paa fprste Sted i „Essai“, hvor „la loi de continuité “ citeres22 har Ordet en noget anden Betydning, end den, 
hvori Poncelet ellers benytter det, idet det slet ikke gjrelder at udstrrekke en Egenskab til en korrelativ Figur, men 
derimod Anvendelse af en anden Art Kontinuitet, den nemlig, der af Tilvasrelsen af to Tilfelde, ét, hvori A B, og 
ét, hvori B A, idet A og B begge ere absolute Lasngder, der afhrenge reelt kontinuerlig af en tredie uafhasngig 
Variabel, slutter til et Mellemtilfrelde, hvori A = B. Skjpnt Brugen af dette R res son nement paa betrreffende Sted 
er evident nok, er det i kk e umuligt, at Forskjelligartetheden mellem det, som her benrevnes „loi de continuité 14 og 
det, som siden i Afhandlingen i den vanlige Betydning kaldes „principe de continuité 44 , uagtet tydeligvis begge 
Slags Kontinuitet for Poncelet er udsprunget af én og samme Erkjendelse, til hvilken de ogsaa kunne 
tilbagefpres, har bidraget til at skjrerpe Dommen i Cauchy's Rapport, over det hele Princip. 

Denne faldt streng. Vi hidsrette af Rapporten, der er undertegnet, foruden af Cauchy, af Poisson og Arago, det, 
der omhandler nrervrerende Gjenstand:23 

„Outre la considération des projections centrales M. Poncelet „emploie encore, dans son Mémoire, ce qu'il 
appelle le principe de „la continuité. L'admission de ce principe en Géométrie consiste„å supposer que, dans le 
cas ou une figure composée d'un systéme „de lignes droites ou courbes conserve constamment certaines 
„propriétés, tandis que les dimensions absolues ou relatives de ces „diverses parties varie d'une maniére 
queleonque entre certaines „limites, ces mémes propriétés subsistent nécessairement lorsqu'on „fait sortir les 



dimensions dont il s'agit des limites entre „lesquelles on les supposait d'abord renfermées; et que si quelques 
„paities de la figure disparaissent dans la seconde hypothése, celles „qui restent jouissent encore, les unes å 
l'égard des autres, des „propriétés qu'elles avaient dans la figure primitive. Ce principe „n'est, å proprement 
parler, qu'une forte induction, å 1'aide de „laquelle on étend des théorémes établis, d'abord å la faveur de 
„certaines restrictions, aux cas ou ces mémes restrictions n'existent „plus. Étant appliqué aux courbes du second 
degré, il a conduit ,,1'auteur å des résultats exacts. Néanmoins, nons pensons qu'il „ne saurait étre admis 
généralement et appliqué indistinctement „å toutes sortes de questions en Géométrie, ni méme en Analyse. „En 
lui accordant trop de confiance, on pourrait tomber „quelquefois dans des erreurs manifestes. On sait, par 
exemple, que, dans „la détermination des integrales définies, et par suite, dans ,,1'evaluations du longueurs, des 
surfaces et des volumes, on rencontre „un grand nombre de formules qui ne sont vraies qu'autant que „les valeurs 
des quantités quelles renferment restent comprises „cntrc certaines limites“. 

Denne Dom fra Dåtidens indflydelsesrigeste Mathematiker i Frankrig maatte npdvendigvis blive af stor 
Betydning for Poncelet og hans Princip. Gergonne, der trods sin tidligere viste synthetiske Behandling af 
Pascal' s og Brianchon' s Sretninger siden24 var gaaet tilbage til den Kjendsgjerning, at Monge’s Bevis ikke strak 
til for alle Tilfelde og derfor, „foretrak Analysen‘“ istedetfor som Poncelet at paakalde Kontinuiteten til Fordel 
for den rene Geometri, og Dunande, der forskjellig fra begge spgte at fylde Fakunen i det Monge'ske Bevis ad 
Euklidisk Vei, tog begge Cauchy's Udtalelse til Indtregt. Forgjreves fremlagde Poncelet25 (1821) i Societé des 
Fettres, Sciences et Arts de Metz sin Afhandling„Considérations philosophiques“. I Mpdet synes Cauchy selv at 
have vasret tilstede og have taget til Gjenmasle paa en saadan Maade, at Poncelet „maatte renoncere paa at gjpre 
sine Ideers Maal og „Tendentser begribelige, for han fik udgivet sine geometriske „Unders0gelser i deres 
Helhed". 

Endelig spgte Poncelet at mpde Indvendingerne mod sin Ide ved Udgivelsen af „Traité“. Vi t0r i kk e sige, at dette 
ganske er Iykkes ham, da han ligesaalidt her som tidligere begrasndser sit Princip. Dog har han i Indledningen 
ved at begge Vasgten paa Analysens implicite Rassscnnement og hrevde den rene Geometris Ret til et dermed 
analogt Hjselpemiddel netop fremdraget det fundamentale i Principets rationelle Begrundelse. Og paa den anden 
Side synes det os, som om han ved Siden af sin Impdegaaelse af Cauchy her viser en stprre Forsigtighed end 
tidligere: „mon objet „n'y (o: i „Traité“) est point de démontrer ce principe, encore „moins d'en adopter sans 
réserve toutes les conséquences; je veux „seulement fixer 1'attention des géométres sur son utilité. 26“ 

Medens vi finde, at Poncelet ikk e engang forsvarer sig överfor Hovedindvendingen mod at hrevde sit Princip i 
altfor vid Udstrrekning, maa vi fuldstrendig godkjende hans Ret til Protest mod Cauchy's Ord „une forte 
induction", forsaavidt disse gjrelde de Anvendelser, der i „Essai“ foreligge: Analogien og Inductionen, siger han, 
slutte fra det specielle til det almindelige, fra en Rrekke isolerede Fakta, uden npdvendig Sammenhreng, til et 
almindeligt og konstant Faktum; Kontinuitetens Fov vil derimod, at man gaar ud fra „un état général et en 
quelque sorte indéterminé du „systéme, c'est å dire tel, que les conditions que le régissent ne „soient jamais 
remplacées par des conditions plus générales encore." 

Foruden i Ordet „induction“ har Cauchy ogsaa ellers valgt Udtryk, der lader det synes en Tilfceldighed, at de 
S retninger, Poncelet har fundet i sin „Essai“ ved Kontinuitetsprincipets Hjselp, alle ere rigtige „Étant appliqué 
aux courbes du second dégré, il a conduit 1'auteur å des résultats exacts". Vi tro, at udtale Cauchy's Mening, naar 
vi som Dommens Hovedindhold betegne, at det saakaldte „ Princip “ var en nyttig Induktion, hvorved man kunde 
ledespaa et rigtig Spor, men at de Resultater, hvortil man fortes maatte bevises ad anden Vei. Denne Mening 
alene, synes det os, forklarer, at Cauchy i kk e engang anstiller nogen Betragtning over Grunden til, at Principet 
har ledet Forfatteren til rigtige Resultater paa hans begrrendsede Omraadc. En saadan Underspgelse vilde efter 
vor Mening have ophpiet „Induktionen" til „Princip“ og fjernet Frygten for at se den anvendt paa Egenskaber, 
hvor de bestemte Ingraler spille Rolle. 

Men en saadan Underspgelse företog heller i kk e Poncelet, om han end i Fpbet af sin „Traité“ ofte nok forlod 



Keglesnittenes Sfere og af sit Princip lod sig lede til exakte Resultater baade for algebraiske Kurver i 
Almindelighed og i Rummets Geometri, hvilket alt dog ikke gjorde Cauchy mere modtagelig end, at han flere 
Aar efter, i en ny Rapport over et Arbeide af Poncelet, simpelthen henviser til sin tidligere Udtalelse om 
Kontinuiteten. 

Som vi have seet, er altsaa Poncelets Standpunkt i „Traité“ det at henstille Kontinuitetsprincipet til Observation , 
idet han, fremfor at spge at begrunde (eller begrasndse) det, foretrae kk er at lade det glimre i den Anvendelse deraf, 
som egentlig den hele „Traité“ fra fprst til sidst udgjpr. 

Der er et berpmt Ord af d'Alembert21 , der kan nasvnes som Motto for hin sorglpse Tryghed, hvormed man 
regnede videre, som er saa vel karakteriseret ved det Citat fra et af Poncelets fprste Arbeider, som vi have 
udhasvet i Begyndeisen af dette Kapitel. 

Dette Ord lpd: ,Allez, en avant et lafoi vous viendra“. Der er ingen Tvivl om at denne Maxime i sin Tid har vasret 
Videnskaben til Gavn og laant den Vinger. Vi tio at kunne henregne Poncelets Kontinuitetsprincip blandt de 
Velgjerninger, som den har skjasnket Mathematikerne. I den stprste Modsretning til denne Retning var det, 

Cauchy traadte op. Han saa Br0st i Fundamenteringen af saa mangen fastslaaet Kjendsgjerning; en af hans 
Fortjenester blev det at pege paa disse og k ra; ve nye og solidere Rresson ncmcntcr. For dette vide vi ham og hans 
store Medarbeider i de samme Bestirebelser, vor Abel, en altid levende Tak. Men Frygten for en usolid 
Grundvold kan hemme Frcmskridtct, og deter en Kjendsgjerning, at en ensidig og i kk e tilstirekkelig dy b Retning 
begyndte at gj0re Forudsretninger om Förekomsten af de mest paradoxale Singulariteter ved algebraiske 
Kurver28, hvoraf saaatsige overtroiske Levninger, som Antagelse af pludselige Stoppepunkter, „Vinkelpunkter" 
o. L. paa algebraiske Kurver, hist og her kunne findes i Bpger endnu i vore Dage29. Sammenlignet med saadanne 
sygelige Eftervirkninger af en for vidt dreven Mistro förekommer „Kontinuitetsprincipet“ os, endog med Faren 
for en enkelt Overdrivelse, saaledes som den mulig var tilstede i Poncelets ikke nok begrrendsede Form, en sund 
og livskraftig Retning. Som saadan har det ogsaa si kk ert og snart vundet Seir og i sin begrrendsede Skikkelse, 
som, hvad vi ville kalde „det algebraiske Kontinuitetsprincip^, er det nu af alle erkjendt som evident. 

Det algebraiske Kontinuitetsprincip bestaar efter vor Mening i, paa geometriske Figurer, hvis Egenskaber lade 
sig udtrykke ved Förbindelser af algebraiske Ligninger, at anvende Forestillinger og Terminologi hentetfra 
selve Lceren om Ligninger, med andre Ord: uden at anvende selve det analytiske Regneapparat, at iklcede det 
geometriske Sp0rgsmaal, hvorom der handles, den Karakter, det vilde have, om det blev behandlet analytisk. 

En Konsekventse af dette Princip, hvis Udtale er valgt saaledes, at det uden videre er evident, og saaledes, at dets 
Anvendelse, netop som det ligger i Sägens Natur, udkrasver en Grad af Fortrolighed med de analytiske Former 
og specielt Egenskaberne ved den algebraiske Ligning, er da fprst den Kontinuitet, der, stpttet til det implicite 
Rressonncmcnt, som i Analysens Bogstavformler paa det af os begrasndsede Omraade ikke henser til Stprrelsens 
Natur, men f. Ex. medfprer, at en algebraisk Lignings Rpdder har de samme Egenskaber, hvad enten de ere reelle 
eller i mag i mc re o. s. v., bevarer en vis Egenskab for et defineret System over hele del Feltfor Systemets 
Deformation, somn de givne Betingelser indromme, hvad enten visse Partier af Figuren under dens Deformation 
blive inkonstruktible - O: imagincere - eller ei. 

Denne Kontinuitet bliver derved for den rene Geometri en Erstatning svarende til Analysens Brug af 
Bogstavstprrelser, hvilkeoverordentlige Hjadpcmidlcr, der herved forskaffes Geometrien, vil vasre klart af det 
foregaaende. Men ikke mindre vigtige Forestillinger fremgaa til Fordel for Analysen af det samme Princip ved en 
npdvendig Tilbagevirkning. Samtidig nemlig som Analysen laaner Synthesen sin Terminologi, opstaar der ved de 
to Forestillingskredses Kongruents en ny analytisk Sprogbrug ved Laan fra rent geometriske Forestillinger. Den 
saakaldte modeme Geometri er netop en lige Blanding af, eller selve Kongruentsen afbegge Forestillingskredse. 
Og forsaavidt har Poncelets Kontinuitetsprincip vasret en nuegtig Faktor i den möderne Retnings hele Karakter, 



ligesom vi i nasste Kapitel skulle se hans Projektion har vreret en anden ligesaa mregtig. 

En direkte Affpdning af vort Princip, hvorom vi paany ville minde her, medens vi opsastte dens nasrmere 
Behandling til det Afsnit, hvor Poncelets fjernere Fortjenester skulle afhandles, er Antals geometrien („die 
abzählende G."), hvor dette Princip er den egentlige Grundtanke og sasrlig anvendes under Navnet „das Princip 
der speciellen Lage“ ( Schubert ). 

Ligeledes henvise vi angaaende de oftere nasvnte vigtige paradoxale Antagelser, som Principet medfprer og 
forstaar at udnytte til Udviklingen af de smukkeste Konsekventser, til det senere Kapitel om de metriske 
Egenskaber (Kap. IX). 

Vi gaa dernasst over til at fremstille Projektionslceren saaledes, som den föreligger hos vor Forfatter. 


VII. 


Som vi tidligere har vist, er Brugen af den perspektiviske Projektion som methodisk Redskab i den rene Geometri 
fprst anvendt af Desargues. Siden hans Tid er Ideen oftere paany fremdukket, men uden at v re re saaledes 
gjennemfprt, at den er optraadt som erkjendt Methode, noget, vi har fundet naturligt, saalrenge den analytiske 
Betragtning endnu i kk e havde affpdt Kontinuitetsprincipets Opdagelse. Fprst dette Princip kunde nemlig 
borttage en betydelig Indskrrenkning, som ellers vilde klrebc ved Centralprojektionens almindelige Brug. Skjpnt 
derfor i Tidens Lpb en Mrengdc Detaljer bleve opklarcdc, der antydede en projektiv Geometris Nytte, og skjpnt i 
Virkeligheden det Stof, der ved vort Aarhundredes Begyndelse forelaa i Fitteraturen, samlet, vilde have udgjort 
en temmelig dybtgaaende og i allefald indholdsrig Theori, var man desuagtet langt fra at eie en saadan. Ikke var 
heller det npdvendige Fitteraturkjendskab tilstede. Det var en enkelt Skoles, den Monge'skes Fortjeneste, den 
nemlig, at have aabent 0ie for, og hos sine Elever uddanne Interessen for de herhen hprende Frenomener, der 
erstattede et saadant Fitteraturkjendskab, idet den i Fpbet af et Par Decennier fornyede de foregaaende 
Aarhundreders glemte Lrerdomme; og blandt disse Elever var det et enkelt Geni, hvis ensomme Grublen ud af 
disse lpse Kjendsgjerningers Mrengdc 1 res te de store og enkle Fove. 

Vi have fortalt, at Poncelet allerede i Saratovl spgte Kriteriet paa, at en plangeometrisk Egenskab er projektiv 0: 
at den kan udstrrekkes til at gjrelde ogsaa den givne Figurs centrale Projektion af samme Kategori. Hans re 1 dre 
Undersdgelser herom ere gaaedetabte; vi kunne derfor her kun gjengive de Betragtninger, han anstiller i „Traité“. 

Han giver Ordet Projektion, der i den deskriptive Geometri vrescntlig var bleven brugt som Parallel- eller endnu 
speciellere som Orthogonal-Projektion, den for0vrigt hyppigt nok tidligere anvendte Betydning af Central- eller 
perspektivisk Projektioni, der imidlertid efter Poncelet i sin almindeligste Opfatning i kk e engang behpver at 
opfanges paa et Plan, idet et System Punkter i Rummet: 

A', B', C, .defineres som en Projektion af et givet System: A, B, C, .. naar kun de rette Finjer: AA', 

BB', CC' . straale udfra etftelles ,, Projektionscentrum “ S. 

Dog er det kun meget sjelden, at Poncelet holder sine Betragtninger i denne yderste Almindelighed.3 Nresten 
överalt forudsrettes baade den givne (primitive) Figur og den ved Projektionen erholdte at v re re plane. 

Under denne Forudscetning vil for det fprste Figurens indre Bygning lades uforandret, to Dele af den primitive 
Figur, der skjrere hinanden, gaa over til Dele af den nye Figur, der ligeledes skjrere hinanden; Berpring 
bibeholdes uforandret o. s. v. De Kurvers Orden,4 der optrrede, forandres ikke: kort, enhver Slags grafisk 
Afhcengighed mellem Figurens Dele bibeholdes. Derimod vilbetydelige Forrykninger finde Sted, Kurvernes og 
Figurernes Form vil forandres, Frengder, Vinkler, absolute Stprrelser af enhver Art, (Parametre) o. s. v. vil 






undergaa Förvandling. Dette forhindrer imidlertid ikke, at jo ogsaa en stor Klasse metriske Egenskaber, 
vedrdrende disse föränderlige absolute St0rrelser, ere projektive eller uforanderlige ved Projektion. 


Poncelet valger at indlede Sp0rgsmaalet i den st0rre Almindelighed, som vi ovenfor har antydet, idet han i kk e 
gj0r nogen Forudsatning om at Figurerne skulle vare plane. Gängen i hans Udvikling er omtrent denne5: 

Naar man betegner Fangden SA fra S til et vilkaarligt Punkt A med a, SB med b o. s. v., en Vinkel ASB med (AB) 
o. s. v. samt Finjen AB 's Afstand fra S med pab o. s. v., udtrykkes enhver Fangde AB eller CD o. s. v. ved de 
sk vi val en te Stprrelser: 


AB = 


ab 

sin (AB), CD = 
cd 

sin(CD) . . . o. s. v. 


PAB 

PCD 


Enhver metrisk Egenskctb, der kan udtrykkes ved en Formel mellem Punktemes Afstande6 paa en primitiv Figur, 
vil nu va-re projektiv, ifald i denne Formel (Ligning) ved Indscetning af de ncevnte Udtryk samtlige Stprrelser: 

a, b, c, d,. .. p AB . . . 

udfalde saaledes, at kun de indeholdte Sinusser til Synsvinklerne i S staa tilbage. 

Vi ville tanke os den givne Figning bragt til simpleste Form 0: gjort hel og rational, hvorved den reduceres til 
Polynom (AB, CD .) = 0 . . . . (1). 

Gaar man. siger Poncelet, ud fra, at det saaledes erholdte Udtryk ikke mere kan reduceres fra Fed til Fed, vil det 
samme vare Tilfaldet med det ved Indfprelse af Stprrelserne 

a, b, .p AB .... sin(AR) erholdte nye Udtryk, som vi ville betegne med (2). 

Herfor opstilles ingen Begrundelse; for at m0de mulige Indvendinger ville vi anstille en ganske kort Betragtning. 
Hvad enten vi tanke os den givne og de ved Projektionen erholdte nye Figurerunderkastede samme eller ingen 
Betingelser, maa de Reduktioner, som kunne foretages fra Fed til Fed i det fundne Udtryk (1) tankes enten at 
bero paa de ncevnte Betingelser eller paa Identitetsegenskaber, af hvilke der som bekjendt allerede ved det 
System, der dannes af 5 vilkaarlige Punkter i Rummet, optrader én mellem disses indbyrdes Afstande: 
Reduktionerne maa selvfplgelig i kk e indfpre nye Punkter, de maa derfor fremdeles vare af den Art, at de nye 
Formler kun ved ro re Afstandene mellem de samme Punkter som den oprindelige Formel (1). Heraf fplger, at den 
ved Indsatning af a, b .. . o. s. v. erholdte Formel (2) heller ikke maa tankes reduceret ved nogen Behandling, 
der indfprer noget fremmed Punkt navnlig f. Ex. S. 

Naar dette erindres, er Poncelet’s Paastand evident. Enhver Reduktion, der vilde kunne foretages paa Formelen 
(2) i a, b, ... o. s. v., er nemlig under denne Forudsatning identisk med en tilsvarende Reduktion inden den 
givne Figurs Elementer. Tanke vi os derfor Formelen (1) irreduktibel, vil det samme vare Tilfaldet med den 
ved Indfprelse af a, b, c . . . erholdte (2). Man b0r marke sig, at hvert Fed, som f0r indeholdt et Produkt 





sammensat af Faktorer AB, CD o. s. v. nu indeholder et lignende sammensat af sin(AB), sin(CD) o. s. v. 

Den eneste Maade, hvoipaa St0rrelserne a, b . . . samt p'e rne, hvorafi ethvert Tilfcelde et vist Antal afLcengdeme 
a, b ... . ere afhinanden uafhomgige variable, medens de 0vrige og i hvert Fald alle p'e rne ere Funktioner af 
disse, kunne bortfalde af den hele Relation, vil aabenbart vasre den, at enten disse St0rrelser udgj0r et Aggregat, 
der staar som felles Faktor til den hele Ligning, eller at Polynomet paa venstre Side deler sig i to eller flere Dele 
med et saadant Aggregat som Faktor i hver og liver Del forsvindende for sig, i hvilket Tilfelde, som vi, da 
Poncelet ikke nasvner det, kun anf0rer for Fuldsfendigheds og en mulig Indvendings Skyld, den projektive 
Egenskab oploser sig i flere enkelte , bestaaende hver for sig, hvoraf enhver er af den i f0rste Tilfelde betegnende 
Art; i det f0lgende holde vi os ogsaa kun til den enkelte projektive Egenskab.Ved Bortdivision af det nasvnte 
Aggregat erholdes en Relation mellem lutter sin(AB) . . . hvori disse forekomme ganske analogt med selve 
Afstandene AB ... i Relationen (1). 

Enhver metrisk projektiv Egenskab mellem en Rum- eller plan Figurs Af stande kan saaledes direkte överföres i 
en dermed analog Egenskab ved Projektionsvinklernes Sinusser. 

Poncelet betragter i „Traité“ gjennemgaaende kun én Klasse af den her paaviste Art Egenskaber, nemlig de, der 
lede til en Ligning med kun to Led. En saadan Relation vil aabenbart vasre projektiv da og kun da, naar 

1) St0rrelserne a, b ... .i begge Led ere parvis identiske 0: naar de samme Bogstaver AB .... forekomme i 
begge Led, samt 

2) Afstandene p . . . i begge Led ere parvis identiske, hvilket alene opnaaes, naar Lcengdeme AB, CD .... 
parvis i hvert Led ligge paa samme rette Linje. 

Man kom nemlig ellers til at forudsastte paa en eller anden Maade en med vort Princip striden de Afhrengighed af 
S. Vi skulle meddele et Par Exempler paa denne Art projektive Egenskaber. 

Flvis man lader det ene Led i Binomet v re re et Produkt af Afstandene AB og CD paa vor ovenfor givne Figur, 
skal det andet Led kun indeholde de samme Bogstaver, hvilket enten giver AC.BD eller AD.BC. Forat Relationen 

AB.CD + X AC.BD = 0 skal v re re projektiv, maa efter (2) hver af Linjerne AB og CD ligge paa ret Linje med en af 
Linjerne AC og BD, hvilket i kk e kan ske, uden at alle 4 Punkter A, B, C og D ligge paa samme rette Linje. Flvis 
omvendt A, B, C. D er 4 vilkaarlige Punkter paa en ret Linje, er Relationerne AB.CD + X AC.BD = 0 og AB.CD + 
X' AD.BC = 0 projektive. Samtidig haves altsaa: sin(AB) sin(CD) + X sin(AC) sin (BD) = 0 og sin(AB) sin(CD) + X' 
sin (AD) sin(BC) = 0 Vrerdicrnc af X og X' retter sig naturligvis efter Punkternes 

Beliggenhed i det givne primitive System. Den her fundne Relation er i Formen 

AB. CD 
= - X = 

sin(AB) sin(CD) 

AC. BD 

sin(AC) sin(BD) 

den bekjendte Fundamentalrelation om Dobbeltforholdets Uforanderlighed ved Projektion. Den omtales kun i 
Forbigaaende i en Note7 af Poncelet, der foretrrekker at fegge Hovcdvregtcn af sin Fremstilling paa det 
speciellere harmoniske Forhold, paa Transversaltheorien, samt paa de rent deskriptive Egenskabers 



Projektivitet. 

Har man givet 6 Punkter ABCDEF og lader man det ene Led i Binomet vasre Produktet AB.CD.EF, saa kan f. Ex. 
det andet vare BC.DE.FA\ for at Relationen 

AB.CD.EF + \ BC.DE.FA = 0 skal v re re projektiv, maa enten: 

1) alle Punkter ligge paa én ret Linje, eller 

2) B, D og F ligge resp. paa de rette Linjer AC, DE og EA, eller 

3) A, C og E ligge paa de rette Linjer BD, DF og FB. 

Omvendt finder f. Ex. det ene eller det andet af de to sidste Tilfrelde Sted, vil 

AB.CD.DF 
= -X 

BC.DF.FA 
vrere projektiv. 

Heller ikke denne Relation spiller i sin Almindelighed nogen Rolle hos Poncelet. Mpbius gjpr foruden af 
Dobbeltforholdet tillige Brug af dette „Dreieckschnittsverhältniss“, der afgiver et lignende Udgangspunkt som 
Dobbeltforholdet, idet de to specielle Vasrdier af X: + 1 og - 1 afgive Relationer, hvorfra dels Transversaltheorien 
fundamentalt kan begrundes dels Involutionen indf0res8. 

Hvad nu Projektionsmethoden som Redskab angaar, saa beror Fordelen ved dens Anvendelse fornemlig i 
Tilladeligheden af at studere en speciel Figur, hvori, uden at Relationens Almindelighed rokkes, visse Dele ere 
bragte til en elementrer eller simplere Anordning.Navnlig er herved en stor Lettelse at opnaa ved at lade en ret 
Linje, indeholdende visse af Figurens Punkter, falde uendelig fjernt. Dette opnaaes, ifald den Art Figurer, der 
handles om, ere plane, simpelthen ved at vcelge Projektionsplanet parallelt med Planet gjennem S og den Linje, 
hvis Projektion skal falde uendelig fjernt. Her viser det sig da ogsaa fuldt og smukt belyst, hvilken Ensartethed 
og Harmoni, der opstaar i alle Forestillinger og i den hele geometriske Sprogteknik ved Optagelsen af „den 
uendelig fjeme rette Linje" etc., der simpelt og naturlig slutter sig til Projektionens Begreber. 

Som Exempel paa Anvendelsen af Projektionen i denne Genre skulle vi antyde Beviset for Sretningen, at 
Diagonalerne i en . fuldstcendig Firkant dele hinanden harmonisk. 

Hvis man f. Ex. vil bevise: 

BG 

BH 

= -l, 

DG 


DH 



saa sker dette, da Egenskaben, naar Ligningen bringes til Formen (1) sees at vasre projektiv, idet man projicerer 
Figuren ned paa et Plan parallelt med Planet SEF, hvorved Punkterne E', H', F' og J' falde uendelig fjernt og 
Firkantcn A ’B'C'D' bliver et Parallelogram. Af de to Faktorer i vor Formels venstre Fed, er nu 


B'G' 

= - 1 og 


B' OO 


= 1 , 


D'G' 


D' oo 


hvilket sidste skyldes den simpleste Gaaen til Grasndsevasrdien. 

Som Zeuthen etsteds9 bcnuerkcr, er saavel den analytiske somden projektive Methode „fra fprst af saa at sige 
byggede over Keglesnitslasren". Selve Begrebet „Keglesnit“ indeholder, som man lettelig indser, i Grunden 
Spiren til en projektiv Betragtning. Hovedmasngden af Stoffet i „Traité“ udgjpr i Overensstemmelse hermed en 
smuk og udtpmmende organisk Keglesnitslcere. 

Poncelefs Methode gaar her ud paa ved Projektion at forvandle et givet Keglesnit samt en given ret Linje i 
sammes Plan til en Cirkel og den uendeligfjeme rette Linje i sammes Plan. 

Fprst bevises, at dette altid er tasnkeligt, og her er det navnlig, Kontinuitetsprincipet yder gavnlig Hjadp, da der 
uden dette vilde vise sig en uoverstigelig Hindring i Veien for ved Projektion at overfpre et Keglesnit og en 
samme reelt skjterende ret Finje til en Cirkel og den samme imagincert skjasrende uendelig fjerne rette Finje. 

Idet vi, hvad Beviset angaar, henvise til NoternelO, skulle vi her kun udtale, at det geometriske Sted for de 
Punkter S, hvorfra et givet Keglesnit og en ret Linje i sammes Plan kan projiceres til et Keglesnit med given 
Assymtotvinkel O: given Form og den uendelig fjerne rette Linje i dettes Plan, er en T orus, frembragt ved en vis 
Cirkels Omndreining om den givne rette Linje som Axe. 

Ifald Keglesnittet skal projiceres til en Cirkel, er Torus'ens generende Cirkel en „Nulcirkel“ og Torus'ens reelle 
Del altsaa svundet ind til en Cirkel om den givne Linje som Axe. 

Ifald Keglesnittet og den givne rette Finje skjtere hinanden reelt, har det s0gte geometrisk Sted for S ingen reelle 
Punkter, men ingen af de Rcesonnementer, man baser er paa denne Projektionsmethode, tabe af den Grund noget 
af sin Gyldighed, da S desuagtet vil beskrive en - nu kun helt imagincer - Flade. 

Hvis vi altsaa f. Ex. 0nske at bevise Pascals Sastning, projicere vi simpelthen den givne Figur saaledes, at 
Keglesnittet bliver en Cirkel og to af de tre Skjasringspunkter for modstaaende Sidepar falde uendelig fjernt, 
hvorved vi erholde et Bevis f0rt i Fighed med Gergonnes (se Kap. IV), men uden at frygte for nogen 
Indskrasnkning, da vi ved efter Omstasndighederne at vaslge et reelte ller imagincert S, altid se os istand til at faa 
den forpnskede Projektion istandl 1. 

Hermed er samtidig, som let indsees, bevist, at et plant System af Keglesnit gjennem de samme to Punkter, kan 
projiceres til et System afCirkler i samme Plan, eller speciellere, at det plane Keglesnitsbundt gjennem 4 Punkter 
kan projiceres til Systemet af Cirkler gjennem to i det endelige liggende Fasllespunkter og Keglesnit med faslles 
dobbelt Kontakt til koncentriske Cirkler. Enhver deskriptiv Egenskab i de naevnte Keglesnitssystemer lader sig 
tilbagefpre til og studere ved Elementasrgeometriens Hjaslp paa de saaledes fundne mere bekvemme 



Cirkelsystemer, hvor de ofte vise sig som bekjendte undertiden aldeles selvindlysende eller endog trivielle 
Kj endsgj erninger. 

Naar saaledes ved det Keglesnitssystem, der kan omskrives om en given Firkant, Polerne til et Par - modstaaende 
Sider i denne altid ligge paa en ret Linje, gjenfindes denne Egenskab i den, at Centtum til Cirklen gjennem to 
faste Punkter beskriver en ret Linje, hvorpaa tillige alle Faslleskordens Poler er at spge. Lasren om Poltrianglet 
frembyder dette og flere Exempler. 

Af den Del af „Traité“, der nasrmest udnytter de rent deskriptive Egenskabers Projektivitet, er navnlig det Afsnit 
masrkeligt og af fundamental Karakter, hvor Poncelet udvikler sit Homologiprincip. 

Ligedannede og ensliggende Figurer i samme Plan have den Grundegenskab at eie et Lighedspunkt 3: et Punkt i 
Figurernes Plan, fra hvilket den ene Figur kan betragtes som en perspektivisk Projektion af den anden, idet hvert 
Par samsvarende Punkter ville sees at drekke hinanden. (Vi medtage her under Begrebet „ensliggende“ Figurer 
begge Arter Beliggenhed saavel den, hvor Fighedspunkter er „ydre“, som den, hvor det er „indre“). Da saadanne 
Figurer tillige have sine ensliggende rette Linjer parallele, erholdes, naar - Systemet af to ligedannede og 
ensliggende Figurer projiceres paa et andet vilkaariigt Plan, en Reciprocitet mellem de to nye Figurers 
Elementer, karakteriseret derved, at: 

1) ensliggende Punkter parvis ligge paa rette Linjer gjennem et udmeerket Punkt, Projektionen af det forrige 
Lighedspunkt.2) ensliggende rette Linjer parvis skjeere hinanden paa en udmeerket ret Linje, Projektionen af den 
uendelig fjeme rette Linje i det forrige Plan. 

To saaledes erholdte Figurer kaldte Poncelet homologe, det udmrerkede Punkt Homologicentret og den 
udmasrkede rette Linje Homologiaxen. 

Aabenbart kan hvert Punkt i Planet henregnes til den ene Figur ogfinde sit homologe tilhprende den anden, og 
omvendt. Man har - altsaa her opnaaet en Transformation af det hele Plan afen simpel Karakter. Studiet af denne 
betegner et betydeligt Fremskridt i Geometrien. 

Det Udgangspunktl2, Poncelet vaslger til Udviklingen af sin Theori, giver ham sasrlig Anledning til at anvende 
denne paa Keglesnitslteren. To Keglesnit i Plan ere nemlig, som f0r antydet, altid at betragte som en Projektion 
af to Cirkler i ét Plan , og to Cirkler have allerede reelt to Lighedspunkter et ydre og et indre, der ere 
Skjreringspunkter for Fasllestangenterne (enten reelt eller idealt). Ligeledes have Cirkelparret foruden den 
uendelig fjeme rette Linje tillige en anden Flomologiaxe nemlig sin reelle (eller ideale) Fadlcssckant i det 
endeligel3. 

Ved Projektionens FTjaelp bliver nu disse Kjendsgjerninger Kilden til en uudt0mmelig Masngde nye Sretninger 
om Keglesnit og Systemer af saadanne; ved disse, tildels ganske nye Betragtninger over Systemer af Keglesnit, 
hvorvel Flomologiprincipet viste sig som et simpelt og naturligt Middel til yderligere Opdagelser og disses 
Tilgodegjprelse, ligesom ved selve Flomologien som Punkttransformation i Planet, udgjpr disse Dele af „Traité“ 
ét for de senere, saavel rent geometriske som fornemlig analytiske Fremskridt yderst vigtigt Ferment, hvis 
Betydning neppe kan srettes for h0it. 

Fra Homologien i Planet fpres man ad en simpel Generalisations Vei til Opstillingen af Homologien i Rummet 
eller Reliefperspektivet, hvorved Poncelet reiste Slutstenen paa sin „Traité“ afgivne projektive Theori. 

Man forstaar let, at to homologe Figurer i Rummet ere karakteriserede derved, atl) ensliggende Punkter parvis 
ligge paa rette Finjer gjennem samme Homologicentrum, 

2) ensliggende rette Finjer eller Planer parvis skjasre hinanden paa et og sanim eHomologiplan. 

Brerevidden af dette Reliefperspektiv-Princip kan ogsaa tilstrrekkelig sluttes af fplgende Fundamentalsastninger 
for Planer og 2den Ordens Fläder: 



To vilkaarlige Tetraedre, som liave et Homologicentrum, have ogsaa et Homologiplan og omvendt. 

En hvilkensomhelst anden Grads Flade kan betragtes som Reliefperspektiv af en Kugle. 

Paa den f0rste af disse grunder sig en lignende Raskke vigtige Sastninger som paa den fpromtalte Desargues'ske 
Sretning, med hvilken den er analog. Af den anden fplger, at den almindelige 2den Ordens Flades projektive 
Egenskaber kan studeres paa Kuglen. 

Idet vi hertil kun yderligere skulle tilfpie at projektive Egenskaber ved Systemer af 2den Grads Fläder, der have 
et plant Keglesnit tilfelles, kunne studeres paa Systemer af Kugler, forlade vi Poncelets Reliefperspektiv, en 
Theori, hvis Vigtighed og fuldstasndige Nyhed for Videnskaben Chasles fremhasver i stank c Udtrykl4. 

Efter denne i nogen Grad detaljerede Omtale af Projektionens forskjellige Former i Poncelefs „Traité“, vil det 
va:re muligt at fatte sig i st0rre Korthed med Hensyn til de almindelige Betragtninger over Projektionen, vi endnu 
have at tilf0ie. 

Det karakteristiske ved Methodens Brug, er dens Lethed i at tilbagefpre deskriptive Egenskaber til visse metriske 
og de af Poncelet benasvnte metrisk-projektive til metriske af en scerlig simpel Karakter, altsaa i alle Tilfelde de 
projektive Egenskaber til andre metriske af én for det elementärt 0vede 0ie mere umiddelbart gjennemsigtig 
Natur. 

Denne praktiske Fordel ved Principet antyder imidlertid foren dybere Bctragtning en vis almindelig deskriptiv 
Karakter ved selve de metriske Egenskaber, en Karakter, som Projektionen saaledes har afslpret og som har givet 
vort Aarhundredes Geometere meget at bestille. Denne Fplge af Projektionens Gjennemf0relse er af den 
Betydning, at vi 0nske at behandle den i et sasreget Kapitel. 

De Fremskridt, Projektionen ipvrigt har medfprt for den rene Geometri sees saa ligefrem ved en Sammenligning 
med det f0r-Poncelet'ske Standpunkt, at det nassten er overflpdigt at d v re le kenger derved: hvad der f0r udgjorde 
en M ren g de spredte, i og for sig endnu kun mindre betydende, Fakta, staar efter Projektionens Anvendelse 
sammen som et nu f0rst fuldt harmonisk Hele, der fplgelig som saadant har den stprste Betydning, og dets 
enkelte Dele har hver for sig vundet en forhpjet Interesse og er nu f0rst fuldt forstaaede. 

Med Projektionen sker derfor den reelle og egentlige Indgang i modem-geometrisk Tankegang. Hvorledes den 
har virket sammen med de 0vrige af Poncelet indfprte eller bearbeidede Principer til at affpde vort Aarhundredes 
möderne Geometri sees bedst ved at kaste et Blik paa de Virkninger, den har havt pcni Analysen. 

Projektionen afgiver nemlig for fprste Gang en rent geometrisk Transformation, tilgjengeiigfor det mest direkte 
Rcesonnement, og foruden den Virkning, dette maatte 0ve paa den rene Geometri ved at give Ideen til lignende 
Transformationer, hvoraf nu saamange ere underspgte, har den navnlig virket vaskkende paa Analysen, og 
bidraget sit til at skabe vort Aarhundredes Studier af den linecere og de I 10 i ere Transformationer. 

Poncelefs Underspgelse af Kriteriet for at en Egenskab er projektiv, kan ogsaa betragtes som Indgangen til det 
fundamentale Problem: hvilke Egenskaber og hvilke Funktioner blive uforandrede ved linecere Transformationer, 
et Problem, der som bekjendt har skabt vort Aarhundredes saakaldte modeme Algebra, Invarianttheorien. Denne 
nye Videnskabsgren, der har affpdt og stadig fremdeles affpder en stasrk Litteratur, har igjen 0vet Indflydelse paa 
Geometrien og vil det selvfplgelig i saa meget stprre Grad i Fremtiden, som Analysens raske Gang allerede paa 
en Masngde Felter 

er rykket langt forud for den geometriske Interpretation af de fundne invariante Funktioner. 

Uden paa dette Sted at gaa nasrmere ind heipaa skulle vi gaa over til at nasvne et Par Ord om selve Projektionens 
Skjasbne efter Poncelet. Her m0de vi den mrerkelige Kjendsgjerning, at det musten kunde synes, som om 
Poncelefs egen „Traité“ havde udt0mt det nye og vigtige Princips Brugbarhed, i den Grad paafaldende sjeldent 



er det at se hans Methode anvendt af de senere!5. 


Naar man vilde s0ge Grunden hertil, kunde man maaske et 0ieblik standse ved den Tanke, at Projektionens 
praktiske Nytte vassentlig var knyttet til Keglesnittene, hvis Theori den nassten formaar at udt0mme, og hvor 
Cirkelen laa fasrdig til Projektion som den elementcereste af alle Kurver, en Tanke, der har noget for sig, saasom 
de hpiere Kurver blandt sine specielle Former sclvfplgelig endog tilnasrmelsesvis mangle Analoga i Simpelhed. 
Men uagtet der uimodsigelig er noget heri, er vistnok ikke Grunden at spge her; for kun at gj0re en liden 
Benuerkning i Forbigaaende, kunne de h0iere Kurver, som bekjendt, frembringes ved Kombinationer af 
bevasgelige Systemer af de simplere, og i samme 0ieblik disse sidste ere Skarer af Keglesnit gjennem to faste 
Punkter, vil Projektionen frembyde sine vanlige Fordele ved Unders0gelsen. Den sande virksomme Grund til 
Projektionens sjeldne Brug er at s0ge i det travi c Arbeide med at fuldkommengjpre den synthetiske Methodes 
Systematik, som efter 1830 överalt viser sig paa den rene Geometris Omraader. Blandt Poncelefs Eftermasnd 
have flere som bekjendt en saa selvstasndig Plads og have bidraget til at se Tingene fra saa mange Sider, at det 
nye Materiales Ordning paatrasngte sig som et uafviseligt Krav. Saaledes betragte vi navnlig Dobbeltforholdets 
Indfprelse af Mpbius, Steiner og Chasles som et i kk e mindst fra systematisk Synspunkt vigtigt Fremskridt, ved 
hvis Hjaelp den egentlige Projektion tildels er bortfaldt som mere overflpdig, rigtignok tildels ogsaa tilsidesat paa 
Grund af Studiet af det nye Middels mange interessante Egenskaber. Ved Dobbeltforholdets Indfprelse har 
visselig Systematiken vundet, de plane Figurer kunne atter studeres i Planet selv uden Rumbetragtningo. s. v., 
men vi tro, det direkte gcomctriske Blik har tabt noget derved. 

Projektionens Nytte for Synthesen er endnu langtfra udtpmt. Den vil fremdeles lasnge ved sin simple Betragtning 
lede til en M ren g de Opdagelser og benyttes ved Siden af de nye Midler, som skyldes Geometere, der ere 
Poncelefs Efterfplgere eller Disciple. Skulde engang de projektive Egenskaber v re re udtpmte, da vil 
Projektionen formodentlig allerede Irengc have v re re t et af Elementarskolens anskueligste Midler ved 
Undervisningen, og efter vor Mening burde man i kk e vente forlrengc med at indfpre den der. 

Vi ville nu gaa over til et andet af Poncelefs Principer, der ved at afgive Exempel paa en lincrer Transformation 
af en hel anden Art, udgjpr et Sidestykke til Projektionen med lignende Virkninger for Synthese og Analyse, 
nemlig de reciproke Polarers Theori. 


VIII. 


Vi have gjentagne Gange havt Anledning til at omtale de fprste Spirer til og den begyndende Udvikling af de 
reciproke Polarers Theori. Vi sigte her i kk e til de Lahires smukke Resultater; de förblev uden Fplger. Men 
gjennem den Monge'ske Skole fornyedes de i en Retning, der for en Tid kulminerede i Brianchons tidligere 
Arbeider; kort efter fik denne Art Rresonnementer et nyt Liv i Gergonnes Annaler, hvor den tekniske Sprogbrug 
gjennem Diskussionen af dertil velskikkede Problemer fornemlig Pappus's Problem (se Pag. 9) og dettes 
reciproke samt deres Udvidelser, efterhaanden i forholdsvis kort Tid naaede en vis Fasthed og en Art Methode 
allerede begyndte at kunne skimtes. Flertil maa navnlig Gergonne's „ Théorie analitique des påles des lignes et 
des surfaces du second ordre“ siges at have bidraget. Vi kunne karakterisere det ved Aar 1815 opnaaede 
Standpunkt paa fplgende Maade: Nogle enkelte Geometere havde erkjendt, at Stetningen om Pol og Polare 
frembpd en masrkvasrdig Lettelse, hvorved man undertiden kunde overfpre et vanskeligt Problem til et andet 
bekjendt eller lettere. I denne Forstand kan man i denne Tid finde „Polmethoden‘“ citeretl, naar man stpdte paa et 
Problem, som i sanlig Grad egnede sig for dens Brug. Dog har Virksomheden paa dette Felt i Annalerne endnu 
kun en rent cl c men ta; r Karakter. Naar saaledes Brianchon allerede i 1806 havde fundet, at Polarfladcn til en 
given 2den Grads Flade selv er af 2den Grad, saa var den Tanke som kunde ligge mer, at generalisere dette 
Resultat, saa langt fra modnet, at endog Satsen selv kengc synes ganske ubemrerket2.De hidtil omtalte Elementer 



til en Theori for reciproke Polarer i Annalerne og andensteds blev imidlertid sttax af en ny Betydning, da 
Poncelet som fortalt efter sin Tilbagekomst til Frankrig gjennemsaa det forskjelligaitede Stof, hvormed den 
synthetiske Geometri under hans Fravasr var bleven beriget. 

Det var i Anledning af et i Annalernes 8de Aargang3 stillet Prolem, at Poncelet (1817) fremsatte sin Theori om 
de reciproke Polarer. Problemet lpd i Form af et Dobbeltspprgsmaal: Flvad er det geometriske Sted for Spidsen af 
en bevregelig Vinkel af konstant Stprrelse, der er omskrivet om et Keglesnit? Flvilken Kurve omhylles under 
Vinkelens Bevregelse af den variable Kontaktkorde? 

Poncelet giver fprst en fuldstrendig, ad analytisk Vei fprt, Lpsning af den fprste Del af Opgaven, hvorunder han 
srerlig underspger de Tilfelde, da det spgte geom. Sted, der i Almindelighed er af 4de Orden, udarter til 
Keglesnit eller ret Linje; han citerer de Lcihire som den, der allerede 1704 hai' fundet de hertil svarende 
Keglesnitsegenskaber samt i Anledning af en Polares Ligning Gergonne's ovenfor omtalte analytiske 
Fremstilling af samme. Idet han derefter gaar over til at omtale den anden Del af Problemet bemasrker han, at den 
er et specielt Tilfelde af den almindelige Opgave: Naar Polen med Plensyn til et Keglesnit (le pöle d'une sect. 
con.) bevceger sigpaa en given Kurve, hvad er da Enveloppen for den tilsvarende Polare? Idet han forlader det 
indviklede og ufrugtbare specielle Eliminationsproblem, som den foreliggende Opgave vilde lede til, tager han 
det af ham formede almindeligere Problem for sig og udvikler deraf i en srerlig tilknyttet Afhandling sin Théorie 
des polaires réciproques. 

Han beviser her fprst gjennem det velbekjendte simple Rresonnement, at den Kurve, der gjennemlpbes af et 
Punkt a, selv er Enveloppe for Pol are me til Punkterne paa den afa's Polare omhyllede Kurve, at der altsaa 
hersker den fuldstendigste Reciprocitet mellem de to Kurver, der derfor kaldes hinandens reciproke Polarer, 
med hans Ord: 

„Den reciproke Polare til en given Kurve i et Keglesnits Plan „er paa engang det geom. Sted for Polerne til alle 
den givne„Kurves Tangenter og Enveloppe for alle Polarer til den givne Kurves „Punkter“. 

At spge den reciproke Polares Orden eller Antallet af dens Skjasringspunkter med en given ret Linje er derfor 
identisk med at spge Antallet af Tangenter til den givne Kurve fra et fast Punkt, eller om man vil med en given 
Retning, h vil ken sidste Bemrerkning formindsker Bestemmelsens Vanskelighed, idet man ved den analytiske 
Behandling kun behpver at derivere Kurvens Ligning, henfprt til Cartesiske Koordinater, og satt te 

dy 


konst. 

dx 

Er den givne Kurves Orden m, finder han saaledes, at den spgte reciproke Polare i Almindelighed og i det hpieste 
er af Ordenen m(tn- 1), idet dette bliver Antallet af Tangenter gjennem samme Punkt til den givne Kurve. Efter en 
kort Bemrerkning om den Kurve, der med Hensyn til den givne udgjpr Generalisationen af Polaren med Hensyn 
til et Keglesnit („lste Polare"), der allerede 1815-16 har v re ret Gjenstand for hans Studier, gaar han over til at 
anstille Betragtninger over de Forholdes Natur, der begrunder, at en Kurve af Orden m selv kan v re re reciprok 
Polare til en Kurve af Orden m{rn-\), medens Formelen skulde lede tilbage til en Orden m(m -1 )\rn(m -1 )- l |. Hans 
Förklaring gaar ud paa, at den reciproke Polare ikke er den almindeligste Kurve af Ordenen m(m -1), en 
Omstendighed, hvori som bekjendt ogsaa Förklaringen ligger. Det Problem, han her stillede, fik imidlertid fprst 
Pliicker lpst fuldsfendig. I nrervrerende Afhandling npiede Poncelet sig med at vise Sammenhrengen for den 



kubiske Parabels Vedkommende. 


Efter dernasst at have udtalt Reciprociteten mellem Inflexionstangenter og Vendepunkter, multiple Tangenter og 
Punkter, paavist at aabne og lukkede Grene o. s. v. svare til let gjennemskuelige Forhold ved den reciproke 
Polares Stilling ligeoverfor det givne Keglesnits Centrum, anvender han sin Theori til at bevise fplgende 
S retning: 

„Antallet af Fas lies tangenter for 2 Kurver af respektive„Ordener m og n er i Almindelighed og i det Hpieste 

Den synthetiske Del af Afhandlingen ender med en Paavisning af nogle Fplger for Keglesnitsferen af den 
fremsatte Theori, specielt omtalende den Sreregenhed, at den reciproke Polare til et Keglesnit selv er af2den 
Orden, samt antyder Generalisation for Rummet. En til fp i et analytisk Underspgelse om Betydningen af 
fremmede Faktorer ved visse Eliminationsproblemer refererer sig vistnok ikke til den almindelige Theori, men 
giver blandt andre smukke Ting Poncelet for fprste Gang Anledning til i en indskudt Synthese at fremsastte sin 
bekjendte Definition af et Keglesnits B rar tidpunkter, (se Kap. IX) og paavise visse metriske Konsekventser af sin 
Theori anvendt paa Keglesnittene. 

Det Hefte af Annalerne, hvor denne Afhandling findes, er dateret lste Jan. 1818. Den betegner det fprste 
betydelige Frcmskridt i Opfatningen af disse Forholde. Mrerkelig nok henstaa mange af dens smukke Resultater, 
som vi snart skulle se, fenge lidet paaagtede. Men, at den har bidraget til at fremme Forstaaelsen af den abstrakte 
Dualisme, er kjendeligt nok. Imidlertid indkom der interessante Bidrag ogsaa fra andre. 

Omtrent et Aars Tid efter indeholdt Annalerne4 to efter hinanden stillede reciproke Sastninger til at bevise, der 
foruden at have Interesse i sig selv, tillige vedkommer os som Bidrag til at oplyse om Forholdet mellem 
Gergonne's Dualitet og Poncelefs Polartheori. Vi ville gjengive deres Indhold. 

I. Man har givet n Punkter i samme Plan (1)(2). . .( n) og betegne et vilkaarlig valgt Punkt paa Finjen (i)(k), der 
forbinder to af Punkterne (i) og (k) med (ik). Ifald n —1 Punkter (ik) er valgte saa ethvert System Finjer: i(kl), 
k(li) og l(ik) gaa igjennem et felles Punkt (ikl), da vil 

1) paa hver Linje (i)(k) i Systemet bestemmes et Punkt (ik) saaledes, at Finjerne i(kl), k(li) og l(ik ) have ét Punkt 
(ikl) felles; 

2) hvert System Finjer betegnede med de samme 4 Bogstaver (ikl)m, (klm)i o. s. v., (ik)(lm), (il)(km) o. s. v. have 
ét Punkt (iklm) tilfelles;3) hvert System Finjer betegnede ved de samme 5 Bogstaver (iklm)n, (klnm)i o. s. v., 
(ikl)(mn), (klm)(ni) o. s. v. have ét Punkt (iklnm) tilfelles o. s. v. 

II. Man har givet n Finjer i samme Plan (1)(2) . . . ( n) og betegne en vilkaarlig Finje gjennem Skjasringspunktet 
(i)(k) mellem to af Finjerne, (i) og (k), med (ik). Ifald nu n- 1 Finjer (ik) er valgte, saa at ethvert System Punkter 
i(kl), k(li) og l(ik) ligge paa én ret Finje (ikl), da vil 

1) gjennem hvert Punkt (i)(k) i Systemet en Finje (ik) bestemes saaledes, at Punkterne i(kl), k(li) og l(ik) ligge paa 
en ret Finje (ikl). 

2) hvert System Punkter, betegnede med de samme 4 Bogstaver (ikl)m, (klm)i o. s. v., (ik)(lm), (ik)(km) o. s. v. 
ligge paa én ret Finje (iklm) o. s. v. reciprokt til foregaaende. 

Ganske kort efter disse S retninger findes der i samme A arg. 5 fra „un abonné“ en Undcrspgclsc over de for 
Antallenes Vedkommende mulige regufere og semiregufere Polyedre, idet han gaar ud fra EulePs Figning om 
Antallene af Fläder, Hjprner og Kanter. Forfatteren bemrerker den Dobbelthed, som allerede finder Sted i Euler's 
Figning og derfra gjennemtrrenger hele dette Stof, han indfprer Benrevnclscn konjugerede for to saadanne 
Polyedre, af hvilke det ene har saamange Fläder som det andet Hjprner og omvendt, idet han nrermere paaviser 



disse Polyedre og specielt for de semiregulasre giver Beskrivelserne for to og to under ét, f. Ex.: 
„Un polyédre å 18 are tes, ayant 12 


{ 

faces triangulaires 

1 

sommets triédes 

„et 8 


{ 

sommets 

1 

dont 4 

{ 

triédres 

1 

et 4 

{ 

hexaédres 

1 


faces 

triangulaires 

hexagonales 

Endelig stiller han et Sted efterhinanden fplgende to Opgaver, som dog ikke behandles videre: 

„I. Quel est, sur les faces d'un polyédre régulier donné, le lieu „des sommets de tous les polyédres réguliers 
conjugués qui „peuvent lui étre inscrits?" 

„II. Quelle est, pour un polyédre [„régulier“ maa „underforstaaes] donné, la surface enveloppe de 1'espace 



parcouru par les 

„faces d'un autre polyédre régulier, conjugué å celui-lå, et „variable de grandeur, qui lui est constamment 
circonscrit?" og bemasrker, at den fprste Opgave har v re re t stillet fpr og er lpst for Terning og Oktaeder, men at 
den anden er ny. Navnlig ved at udlede denne og sammens t ille de to Problemer rpber Forfatteren et mrerkeligt 
Blik for Vidden af den af ham paaviste Reciprocitet, og uagtet han synes at knytte sine Theorier for strerkt til de 
regulre re og sem i regulre re Former alene til, at man t0r tilskrive ham Erkjendelsen af et almindeligere Princip, saa 
er det dog piensynligt, at vi her ialfald have for os et af de vigtigste Forarbeider for Gergonne's efterfplgende 
Theorier. 

Disse kom imidlertid fprst meget lrengc efter og vi skulle fremdeles holde os til Artiklernes Rrekkefplge. De 
omtalte to lincalgcomctriskc S retninger henstod ubeviste i o ver to Aar, da endelig i 1 lte Aarg. 6 Gergonne 
fremkom med Beviser, som han indieder med fplgende Ord (Udhrevelsen af os): 

„Den beskedne Forfatter af disse to smukke Satser, som vi her „skulle bevise, har hidtil tillagt dem altfor liden 
Betydning til at „trenke paa selv at meddele os Beviserne, som ipvrigt vi paa vor „Side forgjrevcs have s0gt. Vi 
mistvivlede om at kunne indvirke „paa hans Taushed, da Hr. Kaptein Poncelet, som er en Ven af ham 
„underrettede os om, at disse Sretninger var grundede paa Principer „fra Statiken. . . . Dette Lysskjrer var os nok 
til at naa vort „Forsret. . . .“ 

Beviset fpres da, idet (ik) betragtes som Tyngdepunkt for (i) og (k); da er (ikt) Tyngdepunktet for (i), (k) og (/) o. 
s v. Den anden Sretning beviser han for 5 Linjer, idet han antager, at de givne rette Linjer ere Retningerne af 5 
Krrefter, hvis Resultant det gjselder at finde. 

„Man ser, tilfpier Gergonne, at disse to Satser indbyrdes „have en fuldkommen Overenstemmelse. Denne 
Korrespondance er „endog saadan, at hver af dem let kan udledes som Konsekventse „af den anden". Lor at 
paavise dette trenker han sig et vilkaati igt Keglesnit tegnet i den fprste Ligurs Plan og viser, at den andens 
Punkter og Linjer ere Poler og Polarer til den fprstes Linjer ogPunkter. Som man ser er Standpunktet hos 
Geryonne her i 1821 i ingen Henseende udover Poncelet's fra 1817. Naar han bemrerker, at den fprste af 
Sretningerne kan udvides til at gjrelde en Rumfigur, den anden derimod ikke, fordi, „medens to Punkter altid 
ligge paa „en ret Linje, gaa ikke to rette Linjer altid gjennem ét Punkt", saa er denne Bemrerkning karakteristisk 
ved at udelade den til den udvidede Punktsretning reciprok e Planscetning.7 

Vi komme tilbage til senere Yttringer af Gergonne angaaende de to nrevnte Sretninger og maa forelpbig 
bemrerke, at Annalerne intet yderligere Frcmskridt i denne Retning indeholder inden Udgivelsen af „Traité“. 

Hvad de reciproke Pol arers Theori i denne angaar, maa vi fprst og fremst lregge Mrerke til Udtalelsen i Sekt. II 
Cap. III8: „il n'existe aucune relation descriptive d'une figure donnée sur „un plan, qui n'ait sa reciproque dans 
une autre figure." Dernrest giver hans Behandling af Rumfigurer i „Supplementet“ Anledning til en tydeligere 
Udtale af Polartheorien for 3 Dimensioner. Forpvrigt indeholder „Traité“ mere uddragsvis de samme Resultater 
som Afhandlingen fra 1817. 

Efter Udgivelsen af sin „Traité“ var Poncelet beskjreftiget med Redaktionen af flere Afhandlinger, der 
efterhaanden fremlagdes for Académie des Sciences. En af de betydeligste er hans nye Afhandling om 
Reciprociteten: Théorie générale des polaires réciproques, der forfattet Vinteren 1823-24 fremlagdes for 
Akademiet 12te April 1824, hvor den overgaves en Komité, bestaaende af Legendre, Poinsot og Cauchy, til 
Bedpmmelse. Denne Komite brerer ved sin Lunkenhed for en Del Skyiden for den heftige Strid, der nogen Tid 
efter opstod mellem Poncelet og Gergonne om Forholdet mellem den fprstes Reciprocitets- og den sidstes 
Dualitetsprincip. Fprst i 1828 (18de Febr.) afgaves nemlig Bedpmmelseskomiteens Rapport, hvorefter Poncelet 
endelig i 1829 fik sin Afhandling trykt (i Crelle's Journal Bd. IV); men i Mellemtiden fremkom Gergonne's med 
Hensyn til systematisk Udvikling nye Dualitetsprincip. 



Idet vi foreldbig indskrasnker os til at anf0re som det vigtigste Fremskridt i Poncelet's „Théorie génerale", at han 
nu ogsaa angiverde til visse Slags (algebraiske) metriske Egenskaber reciproke, hvorved de metriske 
Egenskabers deskiiptive Karakter er rykket meget nrermere sin rette Forstaaelse, ville vi opsastte Omtalen af 
denne Afhandling til det Punkt, hvor dens Udgivelse falder, og imidlertid vende os til Gergonne's Arbeider. 

Endnu i 15de Aarg. af Annalerne9 (Slutningen af 1824) behpver Gergonne i sin: ..Recherche de quelques-unes 
des lois qui régissent les polyedres“ de reciproke Polarers Theorie som Bevismiddel ved sin Udvikling. Han 
begynder med at bemrerke, at af de Sastninger, som Legendre i sin „Élémens de géométrie“ har udledet „er „der 
paa nogle faa nasr, hvor Antallet af Sideflader og Hjprner „optrrede paa samme Maade, ingen, uden der 
uundgaaelig dertil „svarer en anden, som kan udledes deraf ved Ombytninger af Ordene „Sideflader og Spidser," 
og henviser til den ovenfor omtalte Afhandling i 9de Bind. For at bevise denne Paastand konstruerer han den 
reciproke Pol arfigur til et givet Polyeder m. H. t. en vilkaarlig 2den Grads Flade, og for at lade den fundne 
Reciprocitet falde des tydeligere i 0inene, anvender han her for fprste Gang den tospaltede Trykning; vi hidsastte 
det fprste af disse Sastningspar: 

I ethvert Polyeder er der 
I ethvert Polyeder er der 
altid et lige Antal Sideflader 
altid et lige Antal Hjprner med 
med et ulige Antal Sider. 
et ulige Antal Kanter. 

I hele Afhandlingen ere alle Sretninger udledede paa dobbelt Maade af Formler; saa mer, man nu staar den 
abstrakte Dualitet, leverer Gergonne dog endnu intet Rresonnement, der antyder noget saadant. 

Vi b0r ikke undlade at omtale, at han i samme Bind i et Uddrag, han meddelerlO af Sorlin's: „Recherches de 
trigonométrie sphérique“ faar Anledning til at rekapitulere det ipvrigt som bekjendt allerede af Vieta og Snellius 
opstillede og saaledes historisk reldstc af alle reciproke Systemer, nemlig Lrercn om de supplementrere sfreriske 
Triangler (eller triedriske Vinkler med frelles Toppunkt), dog fremdeles uden endnu strax at anstille 
Betragtninger herover. 11 

Gjennem den Rrekkc tildels situationsgeometriske 12 

Dobbcltsretningcr, hvoraf Gergonne efterhaanden er kommen i Besiddelse, hvorved vistnok endnu hidtil 
Polartheorien i hans Fremstilling har staaet hjälpen de som det hele Fasnomens mekaniske Bevismiddel, har han 
imidlertid nu hasvet sig til at fre ms rette sin Frere om Dualiteten ren og abstrakt i: „Considérations philosophiques 
sur les élémens de la Science de 1'étendue“ 13 (trykt Jan. 1826). 

Her fremstiller han Dualiteten, hvilken Bcnrevnclsc her for fprste Gang indfpres, som én de ikke metriske 
Sretninger tilhprende karakteristisk Egenskab, der „til Ovetflod kan godtgjpres som en „uundgaaelig Fplge af 
Egenskaberne vedrprende Poler, Polarer etc. „ved Kurver og Fläder af 2den Orden“, men som han foresretter sig 
at udlede paa en Maade, der i selve Beviserne og den hele Udvikling lader den dualistiske Natur frcmtrredc. Til 
den Ende opfprer han i systematisk Rrekkcfplgc en strreng Theori, i Spidsen for hvilken han sretter som „Notions 
préliminaires": 


1)2 Punkter A og B 



I) 2 Planer A og B bestemme en 


bestemme en ret Linje AB. 
ret Linje AB. 
o. s. v. 

Stof til Exempler yder ham ipvrigt nassten alt, hvad vi har nrevnt af dualistisk Karakter fra Annalerne, saaledes 
de to Sretninger, vi have skjrenket srerlig Omtale (pag. 84), og som hvis Forfatter han her nrevner Coriolis. 

Hans Theori indskrrcnkcr sig dog endnu, hvad den udfprte Del af samme angaar, til Figurer sammensatte af lste 
Grads Elementer (Punkter, rette Finjer, Planer), men Betragtningerne gjennemfpres baade for Rummet og Planet. 
Istedetfor at anskue Punktet som Brerer for en Geometri af 2 Dimensioner, reciprok til Plangcomctricn, ynder han 
dog lidt inkonsekvent, at erstatte denne Betragtning ved den tilsvarende sfreriske Geometri (paa Kuglen om det 
samme Punkt, som Centrum). 14 

En vigtig Bcmrerkning sastter ham i Stand til ogsaa antydningsvis at kunne inddrage Kurver og krumme Fläder 
under sin Fordring om de deskriptive Egenskabers rent dualistiske Udvikling, hvor han nemlig i en tospaltet 
Note gjpr opmrerksom paa: 1) et Keglesnits deskriptive Frembringelse ved en ret Finjes Skjrering 

med et Plan, medens den glider paa tre andre, der i kk e have indbyrdes Skjrering, og 2) (i 2den Spalte) den 
tilsvarende Beskrivelse af en 2den Ordens Kegle ved Omhylling af Planet gjennem et givet Punkt og den rette 
Finje, der glider paa tre andre. Saaledes kan han udtale „at have godtgjort de to Punkter i den „mathematiske 
Filosofi: 1°. At der gives en betydelig Afdeling af „Geometrien, hvori Sretningerne saavelsom de 
Rresonncmcntcr, hvorved „de udledes, svare til hinanden to og to, og det: „en vertu de la „nature méme de 
l'étendu‘. 2°. At denne Del af Geometrien, som „vilde faa en stor Udvidelse ved Optagelse af krumme Finjer og 
„Flader, kan udvikles uafhrengig af enhver Regning og af „Kjendskabet til de metriske Stprrelser, man betragter“. 

Hermed har - Gergonne tillige gjort Udkast til, hvad v. Staudt senere har - kaldt „Geometrie der Lage". 

Det meste af Stoffet i denne Afhandling var rigtignok bekjendt, og det medgiver ogsaa Gergonne, men hans 
Opfatning af Dualiteten som en de deskriptive Egenskaber ved de rumlige Udstrrekninger eo ipso t il kom ni en de 
Karakter, hvis Udvikling kunde tilbagefpres til de fprste elementrere Principer, var - ny og maa betegnes som et 
fundamentalt Fremskridt. Poncelet erkjendte selv paa sine gamle Dage aldrig dette; af ham förblev altid denne 
Opfatning uvurderet, ligesom han ogsaa pleiede at betegne Gergonne's Brug af tospaltet Tryk som en 
Affektation. 

Dog har denne sidste srerdeles ipinefaldende Methode vistnok havt i kk e ringe Indflydelse paa Theoriens hurtige 
Udbredelse, ligesom den fra denne Tid af bliver temmelig almindelig at trreffe i Annalerne. Vallés, en ung 
lovende Mathematiker, er den fprste, der benytter den tospaltede Udtale. Senere gjpr flere andre, saaledes 
Bobillier, hyppig Brug af den. At imidlertid ikke alle, som fik sine Sretninger trykt tospaltet i Gergonne's 
Annaler, oprindelig har - havt det til Hensigt beviser den Pliicker'ske Sag. Sonmieren 1826 havde nemlig Pliicker 
indsendt en Opsats om Keglesnits Ber0ringl5, som efter hans eget Sigendelö i den tospaltede Form (den 
indeholder 21 tospaltede Sider) og den Omredaktion, Gergonne vilkaarlig havde tilladt sig at give den, af 
Forfatteren kungjenkjendtes, „fordi den havde hans Navn i Spidsen.“ Pliicker synes i Begyndeisen i kk e at have 
gjort noget Vresen heraf, thi han sender fremdeles hyppig Bidrag til Annalerne; men, da han mod sin Vilje og 
1 ren ge endog uden sit Vidende paa Grund af denne Afhandling blev flettet ind i den Polemik, som fulgte, sendte 
han 1828 Gergonne bl. a. en Redegjprelse i Form af Bevis for sclvstrendig at v re re kommen efter Reciprocitetens 
Fov, som denne rigtignok lod urendsctl7. 

Forholdet mellem Poncelet og Gergonne frembyder endnu et Par Facer af Interesse, inden det endelige Brud 



sker. Arcigo havde ved et Bes0g hos Gergonne i Montpellier omtalt Poncelefs ovenfor nrevnte 1824 til 
Akademiet indsendte Afhandling med Tilfpielse, at disse Ting nu „nresten vare gaaede af Mode i Akademiet", og 
Gergonne, der synes at have Indtryk af, at Poncelefs Afhandling var af ganske ny Datum, anmodcr Poncelet (i 
Brev af lste Novbr. 1826)i8 om nogle Oplysninger om samme. Poncelet, der skyndte sig at sende den 
forpnskede Annonce, blev imidlertid noget overrasket ved i kk e hen ge efter (Jan. eller Febr. 1827)19 i Annalerne 
at se indtaget i kk e sin Redegjprelse, men et nyt Arbeide af Gergonne, der med Udgangspunkt i kk e uligt 
Poncelefs egen Afhandling af 1817 lader ham og hans Arbeider fuldstrendig unrevnte, men rigtignok som til 
Gjengjreld for at have tilsidesat de af ham fundne Resultater indeholder betydelige Feil. 

I denne Afhandling: „Recherches sur quelques lois générales qui régissent les lignes et surfaces algébriques de 
tous les ordres der ved at benytte reciproke Polarer m. H. t. et Keglesnit i methodisk Flenseende viser et 
Tilbageskridt fra Forfatterens seneste Ståndpunkt, gaar Gergonne ud fra en Art S retninger, han ny lig har fundet, 
om det fuldstrendige Skjre rings punktssystems Degeneration, der som bekjendt er af stor Betydning, men lader sig 
ved forhastet Rresson nement forlede til at opstille som reciproke to S retninger, hvoraf den tilhpire sees at v re re 
falsk: 

Hvis blandt de ( p+q ) 

Hvis blandt de (p+q ) 

Skjreringspunktcr for to Kurver af 
Frellcstangcntcr for to Kurver af 
(p+q) te Orden de p(p+q) ere 
( p+q) te Orden de p(p+q) 


beliggende paa en Kurve af p te 
tangere en Kurve af /; tc Orden, 

Orden, ligge de pvrige q(p+q) 
tangere de pvrige q(p+q ) en Kurve 
paa en af q lc Orden, 
af q te Orden. 

og fra disse igjen en hel Theori, hvori rigtigt og falskt paa lignende Vis fplges ad. Disse i Grunden temmelig 
aabenbare Feil oversees, fordi han ved at prpvc dem paa Kurver af anden Orden, erholder Pascafs og 
Brianchon's Sretninger. Og dog sker dette kun ved atter at begaa nye Feil af samme Art, idet f. Ex. Punktet, der er 
den simpleste Omhyllingskurve, behandles som Kurve af lste Orden. Omtrent alt, hvad Gergonne her trykker i 
hpire Spalte er feilagtigt, og, hvad vrerre er, hans Rresonnement smitter, saa selv Bobillier, der fplger ham og 
gaar ud fra, hvad han her har „bevist“, leverer lignende falske Sretninger. 

Som man vil have bemrerket, er den Feil, Gergonne gjpr sig skyldig i, saa meget stprrc, som Poncelet allerede 
1817 havde fundet Antallet af Tangenter fra et Punkt til en Kurve uden Singulariteter og af Fre liestangenter for to 
saadanne Kurver - hvilken Afhandling desuden Gergonne ellers i kk e saa sjelden omtaler. 



Poncelet gjorde ikke strax opmrerksom paa disse Feil, som ingen anden synes at have opdaget, og imidlertid 
tryktes hans omtalte Annonce om den til Akademiet indleverede Afhandling20. Denne Redegjprelse, der i nogen 
Grad drog tilfelts mod den nye Benrevnelse „Dualiteten“ og gjorde Reklamationer gjreldende i Anledning af 
PlUcker's Artikler, fremkaldte et Svar fra Gergonne 21, der som alt, der hidtil har vreret vexlet mellem de to 
Mathematikere, er holdt i en överfor Poncelet smigrende og velvillig Tone, og udhrever hans Fortj enester, med 
Beklagelse over hans Övergång til et andet Studium, men hrevder dog ogsaa ved sin Indforelse af den absolute 
Dualitet at have ydet i kk e mindre v and i ful de Bidrag til Principets Forstaaelse og Udbredelse. Flan tager derhos 
Pliicker i Forsvar, om end maaske noget anderledes, end denne selv vilde have gjort. Sluttelig gjpr han 
opmrerksom paa den sproglige Mangel, som Gjennemforelsen af Dualiteten stpder paa, idet det tekniske 
Sprogstof kun er ensidig bearbeidet, en Mangel, som forst langt senere de tydske Forfattere have spgt at raade 
Bod paa.I Mai 1827 hes tes imidlertid i Ferussac's „Bulletin des Sciences “, med hvis Redaktion Gergonne stod i 
Förbindelse, at Poncelet nylig havde förelagt Akademiet en Afhandling, hvori han vidfoftigere havde gjenoptaget 
Gergonne's Underspgelser om Dualiteten. 22 

Flvad man end vil sige om den temmelig bitte og med Flensyn til Dommen over Gergonne 's Dualitet ensidige 
Reklamation af Prioriteten til sit Reciprocitetsprincip, som Poncelet nogen Tid efter (1827) tilsendte Ferussac's 
Bulletin23, saa vil man dog indrpmme, at den var hpist förklarlig ovenpaa en saadan Meddelelse, hvor paatagelig 
falsk denne end havde vreret. 

Gergonne' s24 Svar paa denne Reklamation, hvori Poncelet oplyser om sine Arbeiders Prioritet samt gjpr 
opmrerksom paa de store i Gergonne's og derfra i BobillieFs seneste Arbeider indlpbne Feil, og som Gergonne 
rykkede ind i Annalerne, var en dobbelt Art og vaekker blandede Fplelser. Poncelet's af en let förklarlig Harm c 
dikterede Udbrud vrelger han at sv are i en Rrekke tilspidsede Bemrerkninger, i Form af Noter paa Foden af 
Siderne, hvor de ledsage Texten, hyppig anbragte ved hveranden eller hvertredie Linje i denne. Navnlig ere de 
henimod Slutningen af Reklamationen fulde af spottende Sarkasmer og Udraab. I disse i det hele en 
Videnskabsmand som Gergonne lidet vrerdige Noter spger han saa meget som mulig at opretholde Indholdet af 
den paaankede Anmeldelse i Ferussac's Bulletin, og hrevder, allerede i en lrengere Aarrrekke at have v re re t i 
Besiddelse af sin Lrere om Dualiteten. Han meddeler blandt andet den Oplysning, der i kk e lidet modsiger hans 
tidligere Angivelser om samme Sag, at kun den forste af de to af os oftere berprte linealgeometriske Sretninger i 
Annalernes 9de Bind var af Coriolis: „ . Ved Begyndeisen af 1819 sendte Hr. „Coriolis mig uden Bevis et 

elegant Theorem vedrprende „Linealgeometrien; uden at ane, hvorledes det kunde bevises, nedskrev „jeg sttax 
det korrelative lige efter, og fremsatte begge to i mit „Tidsskrift“. 

Geraader efter vor Mening hans Bes varelse af Poncelet's Reklamationer ham til mindre /Fre, da maa vi tilstaa, at 
hans Rettelse af de Feil, hvorpaa Poncelet har gjort opmrerksom. paa denanden Side vidner om hans klare og 
skarpe Aand. Han foreslaar nemlig simpelthen överalt i tfoire Spalte i de feilagtige Sretninger at ombytte Ordet 
„Orden“ med et nyt Ord „Klasse“, der skal betegne Antallet af Tangenter til en given Kurve fra et Punkt i 
sammes Plan, og har ved denne sin Rettelse i kk e alene berigtiget alle de paaankede Sretninger, men indfort en ny 
heldig Betegnelse i det mathematiske Sprog, der maa siges at have havt den stprste Betydning. Den optoges 
ogsaa pieblikkelig af samtlige Geometere, Poncelet iberegnet, og Pliicker gj0r, idet han (Crelle J. Bd. 12) tager 
den i Brug, den Bemrerkning: „la méprise méme d'un honime d'ésprit porte ses fruits“. 

Sretningen tilhpire (pag. 89) kom altsaa til at lyde: 

Hvis blandt de (p+q)~ Frellestangenter for to Kurver af ( p+q) te Klasse de p(p+q) tangere en Kurve af p te Klasse, 
tangere de 0vrige q(p+q) en Kurve af q lc Klasse. 

De pvrige Indlreg fra de forskjellige Sider i den heftige litterrere Feide, som udspandt sig mellem Poncelet og 
Gergonne, interessere os i kk e. Vi gaa heller over til i Korthed at omtale Poncelet's endelig 1829 i Crelles Journal 



udkomne „Théorie générale etc.“ 25. 

De Fremskridt, der i 1829 betegnes ved denne, er fornemlig fplgende: Reciprociteten i Rummet, som Gergonne i 
1824-29 ikke har behandlet uden for Polyedrenes Vedkommende, udstrrekkes til Fläder, og der opstilles foruden 
Analoga til de fleste tidligere angivne Sretninger om Kurver, tillige en stor Masngde nyt, som det forpgede Antal 
Dimensioner giver Anledning til. Vi ville sasrlig nrevne forskjellige Underspgelser over developpable Fläder 
samt en ikk e uvigtig Bcnuerkning, der synes lidet paaagtet, nemlig den, at et Par at Dupin's konjugerede 
Tangenter reciprokt svare til et lignende Par paa den reciproke Flade. Af denne Bcnuerkning fplger nemlig uden 
Vanskelighed, at elliptisk krummede Partier svare til elliptisk, hyperbolsk til hyperbolsk krummede, af to 
reciproke Fläder. 

Af megen Interesse er hans Bcnuerkning om visse rent metriske Relationers Reciprocitet. Han gjor herved en 
speciel Brug af Cirkelen (Kuglen) som den Reciprociten formidlende 2den GradsKurve (Flade). To Punkter sees 
nemlig fra Cirkelens Centrum under samme Vinkel, hvorunder deres Polarer skjrerc hinanden. Ved denne 
Bemrerkning opnaaes der Reciprocitet mellem Sretninger af tilsyneladende saa forskjellig Karakter som: 

I en Cirkel ere 

Det Stykke af en bcvregclig 

Periferivinklerne paa samme Bue lige store. 

Tangent til et Keglesnit, der 

afskjrercs mellem to fas te 

Tangenter til samme, sees fra 

Keglesnittets Brrendpunktcr under 

konstante Vinkler. 

Thi en Cirkels reciproke Polare med Hensyn til en anden Cirkel er et Keglesnit med det ene Bracndpunkt i den 
sidstes Centrum. Man sammenligne hermed de Bracndpunktsegenskaber, der anfpres i nacste Kapitel. - Af 
Interesse er ogsaa hans Udledelse af metrisk-projektive Egenskabers Reciprocitet (sign. Noteö til Kap. IIV). 

Det var dog i kk e i Frankrig alene, den dualistiske Reciprocitet — for at vaclge et Udtryk, der minder saavel om 
Gergonne som om Poncelet - blev opdaget ved selvstacndigt Studium. Ogsaa i Tydskland havde man ad 
Spekulationens Vei naaet lignende Resultater. Möbius’s forskjellige Ideer i „der barycentrische Calcul" ville vi 
omtale under ét i vort Slutningskapitel, men Pliicker, som vi allerede har havt Leilighed til at nasvne i dette, 
kunne vi vanskeligere forbigaa her. Dertil er hans Fortjenester paa dette sasrlige Omraade altfor betydelige og 
eiendommelige. Vi have allerede tidligere omtalt, at han kunde sende Gergonne Bevis for selvstacndig at have 
opdaget Reciprociteten. Den Vei, ad hvilken han har naaet den, er imidlertid hel forskjellig fra de franske 
Synthetikeres. Han finder den ad Analysens. Vi ville ikke her nacrmere gaa ind paa den Tankerackke, der her har 
ledet ham, men, idet vi forresten henviser til hans Fortale i „Analytisch-geometrische Entwickelungen" Bd. 2, 
kun n rev ne, at ogsaa for ham oprindelig Forholdene ved Pol og Polare ved Keglesnit, men rigtignok deres 
algebraiske Udtryk var det oprindelige Incitament. 

Et Par A ar efter fik han den Ide, at betragte Koefficienterne iden rette Linjes Ligning i scedvanlige Cartesiske 
Koordinater som Linjens Koordinater, en Tanke, der var beslacgtet med almindeligere Betragtninger over 
Koordinatsystemer, han tidligere havde anstillet. Denne Ide viste sig strax yderst frugtbar, idet den i kk e alene 
0icblikkelig affpdte det analytiske Pendant til Gergonne's absolute Dualitet for Planet og ved simpel Udvidelse 



de analoge Betragtninger for Rummet, men danner Udgangspunktet for et almindeligt Overf0relsesprincip 
(„Uebertragungspr.“), der kan formuleres: 


En hvilkensomhelst given geometrisk Relation svarer gjennem sit analytiske Udtryk i et givet Koordinatsystem til 
ligesaamange andre geometriske Relationer, som der er forskjellige Koordinatsystemer, hvori detfundne 
analytiske Udtryk kan afbildes. 

Imidlertid, hvor uimodsigeligt det end er, at den Poncelet-Gergonne'ske Reciprocitet mellem Punkt og Plan i 
Rummet kun er et specielt Tilfelde af dette almindeligere Overfprelsesprincip, saa staar man dog let i denne 
algebraiske Almindelighed Fare for at tabe de rent geometriske Relationers sande Natur af Sigte. Denne 
Bemrerkning maa vi gjpre ved at se Plucker fra et saadant Synspunkt bekjsempe Gergonne's Anskuelse om den 
absolute Dualitet. 26 Denne finde vi meget mer, overensstemmende med Gergonne, eo ipso begrundet i de 
rumlige Udstrakningers egen Natur, og naar Punkt-Linje-Plan nu engang udgjpr det anerkjendte elemenfere 
System for vor Geometri, finde vi den absolute Dualitet egentlig derved naturlig begrundet. Vi ser et Bevis mere 
herfor i selve Pliicker's sidste store nye Tanke, Linjegeometrien i Rummet. 

Indfprclscn af PlUckePs Linje- og Plankoordinater have som bekjendt atter affpdt andre betydningsfulde 
Fremskridt i den analytiske Geometri, og Reciprociteten, som derved har erobret sig en saa vigtig Plads i 
Analysen, har igjen derfra kastet nye S tre i flys ind over forskjellige algebraiske Problemer; vi ville saaledes 
n rev ne Clebsch 's „Konnexer“ med deres npie Sammenhreng med Theorien om Differentialligninger af lste 
Orden. 

Ogsaa for Mekaniken har den geometriske Dualitet vist Sig betydningsfuld. Vi trenke ikke her paa den i Lighed 
med Gergonne's fra Mekaniken hentede Rresonncmcnt over Coriolis's Sretningerpaaviselige Analogi mellem 
Tyngdepunktet for flere materielle Punkter i samme Plan og Resultanten for flere Krrefter, der angribe i samme 
Punkt, men derimod paa den Dualisme, der finder Sted mellem de uendelig smaa Rotationer og Translationer og 
disses Sammensretninger, overensstemmende med den af Poinsot fremsatte og senere aiMöbius, Chasles og flere 
bearbeidede Fasre. 

For imidlertid at holde os til den rene Geometri har - Reciprociteten stillet en Masngde nye Problemer indbefattede 
i dette ene, at gjpre sig fortrolig med Fläder og Kurver betragtede som Plan- eller Linjeomhyllinger 
(Klasseflader, Klassekurver) 

Den Lethed, hvormed de reciproke Sretninger udtales ved simpel mekanisk Omvending, har - fristet til at udtale 
mange af disse, medens det virkelige Udseende af de Fläder og Kurver, hvorom man paa Forhaand ved saameget, 
endnu i mange Tilfelde er lidet kjendt. For saaledes at me v ne et Exempel ved man endnu lidet endog om 
Udseendet af den almindelige Flade af 3die Klasse27. Fler föreligger et rigt Stof, hvis Studium, efter vor Mening, 
vil berige med en M ren g de Erfaringer og, som vi tro, lettest fpres ved i Poncelefs Aand at studere Fladerne som 
reciproke Polarer til givne bekjendte med Flensyn til f. Ex. en Kugle. 


IX. 


Det er mulig en sympathetisk Overdrivelse af os - men vi skulle v re re tilbpielige til at tro, at det Emne, 
nrervrerende Kapitel har til Gjenstand, de rent metriske Egenskabers deskriptive Natur, mere end nogen anden 
Anvendelse af Projektionsprincipet, har - tiltalt Poncelet selv. Det synes os ialfald, som om det Afsnit af hans 
„Traité“, hvor han indfprer Lrescrcn i denne Theori, er endnu mere beaandet, endnu mere glimrende, Forfatterens 
Gfede over de Resultater han frcmlreggcr, endnu mere fremtradende, end Tilfeldet er noget andet Sted i Vrerket. 
Vi tilfegge ogsaa dette Emne et srerligt Vrerd og tro, at nogle af de stprste Fremskridt i Forstaaelse af de 
geometriske Frenomener, som Nutiden har gjort, er at spge paa dette Felt. Derfor have vi fundet det 



hensigtsmasssigt at behandle dette Emne särs ki lt. 

De rent metriske Egenskaber af den mere elementasre Natur, som vi her overhovedet alene have for 0ie, 0: 
saadanne der kan udtrykkes ved Relationer af algebraisk, ikke transcendent, Karakter, kunne alle ved at refereres 
til den uendelig fjerne rette Linje og de to paa samme beliggende i mag i me re Cirkelpunkter gives en projektiv 
Karakter og som saadanne gjpres til Gjenstand 

1) for Projektion 2) for Transformation ved reciproke Polarer. 

Det er af Poncelefs Udtalelser udigjennem „Traité“ temmelig tydeligt, at han allerede her har skimtetl omend 
fprst i 1823 udtalt2 denne Lov, som dog i sin strenge Gjennemfprelse bpr tilskrives nyere Mathematikere.Hvis 
man opstiller den rette Linjes Udmaaling med valgt Enhed som Element i den metriske Geometri paa den rette 
Linje, saa er denne Operation ligefrem projektiv og giver, som Poncelet viser3, den perspektiviske Flugtskala 
(echelle fuyante). Hvis nemlig A, B , og C ere tre Punkter paa samme rette Linje og man har AB = BC, saa er A 
og C harmoniske til B og det uendelig fjerne Punkt paa Linjen; men harmoniske Punkter danner et projektivt 
System. 

En umiddelbar Udvidelse heraf er Övergången fra den absolute Lasngdes Udtryk ved en valgt Enhed til et 
Dobbeltforhold, saaledes som den f. Ex. er vist af ClebschA. 

Heraf fplger, at alle Lasgderelationer langs s amm e rette Linje kan gives en projektiv Karakter ved Hjtelp af den 
valgte Enhed og det uendelig fjerne Punkt paa Linjen. 

For herfra at gaa over til metriske Lasngderelationer i Planet, er det kun npdvendigt at reducere to forskjellig 
rettede Lasngder i Planet til samme Enhed. Dette sker ved Hjtelp af Systemet af Cirkler med den valgte Enhed til 
Radius. Systemet af alle Cirkler i samme Plan med ligestore Radier er nemlig af projektiv Karakter, idet to 
hvilkesomhelst af disse Cirkler ere definerede ved at have et Par Fas liestangenters Skjasringspunkt paa en felles 
Korde, hvilken Egenskab er deskriptiv5. Herved er den projektive Karakter af saadanne Relationer tilstraskkelig 
antydet. I Rummet er de analoge Forhold ogsaa tydelige nok. 

Saaledes er her paavist en almindelig og abstrakt Methode til at faa enhver Relation mellem en Figurs Lcengder 
til at antage en projektiv Karakter. Men ogsaa de Relationer, der udelukkende beskjasftige sig med 
Vinkelrelationer og blandede Relationer, i hvis Udtryk, der forekomme saavel Vinkel- som Ltengderelationer, 
kan gjpres projektive. For at vise dette yulle vi imidlertid fprst paapege nogle Fplger af Kontinuitetsprincipget6. 

Vi har allerede i Kap. V seet, at Kontinuitetsprincipet indfprer Ideen om i mag i me re Punkter. Enhver reel, ret eller 
algebraisk krum, Linje indeholder foruden sine reelle Punkter tillige enUendelighed af i mag i me re, der altid maa 
tasnkes forekommende parvis konjugerede. 

Men herfra er der igjen kun et kort Skridt til at uenkc sig algebraiske Kurver af en Natur, der analytisk vilde 
svare til Ligninger med i mag i me re Koefficienter, f. Ex. en Cirkel med imagimeit Centrum, eller en i mag i mer ret 
Linje, hvilken man umiddelbart kommer til ved at skulle drage Tangenter til et Keglesnit fra et Punkt „indenfor“ 
samme. 

Traskker man Tangenter til et Central Keglesnit fra dets Centrum, erholdes dets Assymtoter, ved Hyperbelen 
reelle, ved Ellipsen, specielt Cirkelen, imagimerc. Et Par Assymtoter betragtede som degeneret Keglesnit 
(Nulkeglesnit) har fremdeles, med de npdvendige Modifikationer, Keglesnittets Egenskaber; kun er en Skare 
Punkter faldne sanmien i ét. Nulcirkelen erholdes, naar man opstiller Betingelsen, at Radius skal vasre = 0. Den 
bestaar af to Cirkelassymtoter gjennem et givet Centrum, (der kan vasre reelt eller imagimert). At alle Cirkler er 
ligedannede, medfprer, at de har to faste Punkter paa den uendelig fjerne rette Linje tilfelles. 

Cirkelassymtoterne i et Plan udgjpres altsaa af alle rette Linjer i Planet, der gaar til det ene eller det andet af de to 
i mag i me re Punkter paa den uendelige fjerne rette Linje, hvorigjennem enhver Cirkel i Planet gaar. Ligesaa kaldes 
enhver 2den Grads Kurve (degenereret eller ikke), der gaar gjennem disse to Punkter („Cirkelpunkterne“), en 



Cirkel. 


En Cirkelassymtote maa nu i Konsekventse med sin Definition tasnkes i Besiddelse af en Rrekke Egenskaber, der 
kunne h0res paradoxale nok, men som desuagtet danne Udgangspunkt for strenge Slutninger, ved hvis Hjrelp nye 
Fremskridt ere skeede i de algebraiske Fläders og Kurvers Theori. Vi ville nasvne et Par af disse Egenskaber: 

1) Af standen mellern to hvikesomhelst i det Endeligel beliggende Punkter paa samme Cirkelassymtote er Nu\. 
Kaldes nemlig det ene af Punkterne A, det andet B og lasgges gjennem A en Linje ogsaa til det andet 
Cirkelpunkt, saa udgjprc disse to Linjeren Cirkel med Radius = Nul 3: alle Punkter i denne Cirkel har en Afstand 
Nul fra Centrum, her A. 

Sagen sees simpelt analytisk. Nul-Cirkelen om A har til Ligning ifald A vaslges til Origo for et retvinklet 
Axesystem: x 2 + y~= 0; den deler sig i to lineasre Faktorer: x + iy = 0; x - iy = 0 i = sq(-l) 

Ethvert Punkt paa den ene eller anden af disse to rette Linjer har, som man ser, en Afstand fra Origo lig Nul. 

2) En Cirkelassymtote danner en hvilkensomhelst Vinkel med sig aelv. 

Vaslges to Punkter A og B paa samme Cirkelassymtote samt et ganske vilkaarligt Punkt M i Planet, er det 
geometriske Sted for Punktet M under Betingelse af, at Vinkelen AMB skal forblive konstant, en Cirkel; denne er 
i nasrvasrende Tilfelde en degenereret Cirkel, og alle dens Punkter, altsaa ogsaa Punkterne M' paa selve Linjen 
AB, opfylder Betingelsen; 3: <**> AMB = <**> AMB: hvilket, da M var vilkaarligt, udtaler, at 
Cirkelassymtotens Retning danner en ubestemt Vinkel med sig selv, der kan gives alle mulige Vasrdier. 

Ogsaa denne Sretning, der er sasrdeles vigtig, bpr tillige sees fra det mere gjrengsc analytiske Standpunkt. 

Cirkelassymtoten: y = ix 

danner Vinkelen a med en Linje, hvis Ligning er 

y = 

i <**> tga 
V 

1 <**> itga 

men den sidste Ligning gaar, da for hver Vrerdi af a 

i <**> tga 
= i 

1 <**> itga 
over til y — ix 

3: Linjen y = ix danner en hvilkensomhelst Vinkel a med sig selv. 

3) At to rette Linjer i Planet staa lodret paa hinandenudtrykker, at de ere harmoniske til Cirkelassymtoterne 
gjennem deres Skjceringpunkt. 

De to Perpendikulrerer ere nemlig konjugerede Diametere i en Cirkel om deres Skjreringspunkt, ved hvilken 
Bemrerkning man er fprt tilbage til en Egenskab frelles for alle Centralkeglesnit. 



Disse og en Masngde andre Egenskaber ere sreregne for Cirkclassymtotcrnc og lade dem i Förening med den 
uendelig fjerne rette Linje selv frem trade for den projektive Betragtning, som Elementer, der spille den egentlige 
Rolle ved Kurvernes metriske Egenskaber. 

Medens saaledes Assymtoter, Diametre o. s. v. vise sig som staaende i en sa;ti ig Relation til den uendelig fjerne 
rette Linje danne Normalegenskaber, Lasren om Brandpunkter o. s. v. Fremtoninger, hvorved 
Cirkelassymtoterne eller de to i mag in re re „Cirkelpunkter“ sa; ti ig optrrede. 

En hvilkensomhelst möderne Lasrebog vil vise, i hvilken Grad disse Forestillinger ere trangte igjennem. Salmon 
begynder saaledes sin „Treatise on the higher plane curves“ med fp Igen de Ord: 

„We have in the plane a special line, the line infinity; and „on this line two special (imaginary) points, the 
circular points at „infinity. A geometiical theorem has either no relation to the „speciel line and points, and it is 
then descriptive', or it has a „relation to them, and it is then metrical“. 

Tilknytningen til Normal- eller i det Hele Vinkelegenskaber sker ved den Sammenhseng, der finder Sted mellem 
Stprrelsen af Vinkelen og et af de Dobbeltforhold, som Straaleknippet, dannet af Vinkelens Ben og de to 
Cirkelassymtoter gjennem dens Toppunkt giver. Denne Sammenhseng, der er paavist af Laguerre 8, kan maaske 
simplest fremstilles paa fplgende Maade9, idet man erindrer, at Straalebundtets Dobbeltforholde ere identiske 
med Dobbeltforholdene mellem Straalernes Skjreringspunkter paa en vilkaarlig ret Linje: 

Henfprt til et retvinklet Axesystem bestaaende af den givne Vinkel a's og dens Supplementsvinkels 
Halveringslinjer, er de to Vinkelbens Ligninger: 


y=tg 


a 

x 

2 

y=- tg 

a 


v. 


2 

De to Cirkelassymtoter gjennem Origo har Ligningerne: 
y=ix y=-ix. 

Lasgges en Transversal parallcl med Y-axen i Afstand fra denne lig + 1, erholdes det spgte Dobbeltforhold paa 
denne: 

d= 


i- tg 


a 



-i- tg 
a 


2 

2 

i +tg 


a 


-i+tg 


a 

2 

2 


hvilket reduceres til: 


d= 


cos 

a 


+/ sin 


a 


2 

2 

2 

cos 

a 


-i sin 


a 



2 


2 


eller: <**> a= 


1 

lognat d. 

2 i 

Kaldes det her benyttede Dobbeltforhold „Vinkelbenenes Dobbeltforhold med Cirkelassymtoterne", saa er en 
Vinkel herved defineret, ved den naturlige Logarithme til dette Dobbeltforhold , divideret med 2i. 

Sasttes exempelvis: d=- 1, 
faaes: <**> a= 


1 

lognat (-1); 

2 i 

men: lognat (-l)=2k+l) rri, (&=pos., 0, el. neg. helt Tal). 

hvoraf: <**> a= 

2k+\ 

TT. 

2 

Den rette Vinkels Ben er altsaa harmoniske til Cirkelassymtoterne gjennem Toppunktet, hvilket ogsaa tidligere er 
vist. 

Laguerre's masrkelige Formel, der ved Hjrelp af den fra Funktionslasren bekjendte Relation mellem Logaiithmen 
og Arcus'enforbinder Vinkelbegrebet med det projektive Dobbeltforhold, danner, som man let indser, et nyt og 
vigtigt Udgangspunkt, hvorfra metriske Sastningers deskriptive Karakter lader sig udlede. 

Idet vi afholde os fra yderligere at gaa ind paa dette Felt, skal vi kun nasvne, at de to „Cirkelpunkter“, hvis 
Indgriben paa dette Omraade her er seet, opfattet som Omhyllingskurve, danner et degeneret Keglesnit med alle 
Cirkelassymtoter (+ den uendelig fjerne rette Linje) til Tangenter. 

De metriske Relationer angaaende Vinkler, kunne, som vi har seet, hen fp res til Dobbeltforholdsrelationer med 
Flensyn til dette Keglesnit. 

Flerfra har Cayley 10 gaaet et Skridt videre ved at underspge Formen for Maalsbestemmelser i Almindelighed, 
naar dette degenererede Keglesnit erstattes af et ord i mer t Keglesnit. 

Denne Maalbestemmelse har den Sasregenhed, at Lcengder ligesaavel som Vinkler erholder en absolut Enhed, og 



der opstaar en fuldkommen Dualisme i Modsretning til den i den almindelige Metri raadende ufuldkomne 
Dualisme, idet „Lrengde“ og „Vinkel“ ikke svare komplet til hinanden. Denne af Cayley opstillede udvidede 
Maalsbestemmelse har en srerlig Interesse ved sine Berpringspunkter med den saakaldte ikke-Euklidiske 
Geometri, hvilket sidstnrevnte Tankeexperiment kaster et nyt Lys over alle herhen hprende Konceptioner. 
Paavisningen heraf skyldes KleinW. 

Medens disse mere filosofiske Betragtninger over Planets Metri fornemlig skyldes Poncelet's Efterfplgere, idet 
vi dog erindre, at Udgangspunktet for samme er at spge i de nye Forestillinger, hvormed „Traité des propriétés 
projectives" hai' beriget Geometrien, er de algebraiske Kurvers og Fläders metriske Egenskabers Udledning af 
projektive Betragtninger mere direkte at tilbagefpre til Poncelet, der har givet den tilsvarende Theori for 
Keglesnittene i en saadan Form, at Generalisationen laa temmelig mer, og selv överdraget dem til Rummet. 

Af de metriske Keglesnitsegenskaber, der ikke har Hensyn alene til den uendelig fjerne rette Linje (saaledes 
somDiameteregenskaber og lign.) udgjpr Brrendpunktsegenskaberne en meget talrig Klasse. 

Opfatningen af Brrendpunktets egentlige Karakter har i Tidens Lpb vreret temmelig forskjellig og vilde give 
Anledning til en interessant historisk Monografi. Dette Problems rette Lpsning skyldes Poncelet, der gav den 
bekjendte Definition af et Brrendpunkt: 

Et Punkt, hvorfra Tangenterne til det givne Keglesnit er et Par Cirkelassymtoter. 

Fra hvert af „Cirkelpunkterne“ kan der dragés to Tangenter til Keglesnittet. Disse skjrere hinanden i 4 Punkter, to 
reelle og to konjugerede i mag i me re. Alle disse fire Punkter ere Brrendpunkter; det reelle Par er, hvad der vanlig 
gaar under dette Navn. 

Med Hensyn til de Betragtninger, ad hvilke han kommer til dette Resultat, ville vi, for ik ke at indlade os 
formeget paa Detaljer, her indskrrenke os til fplgende: Han gaar i sin Fremstilling ud fra en Sretning om et i et 
Keglesnit indskrevet Triangel ABC, der glider med en af sine Sider AS paa et andet Keglesnit, der har dobbelt 
Kontakt med det givne. Hvis her en anden af 

Trianglets Sider f. Ex. AC gaar gjennem et fast Punkt D paa Keglesnittenes Kontaktkorde, vil ogsaa den tredie 
BC gaa gjennem et fast Punkt E paa samme. Ved Beviset herfor kan Projektionen faa en smuk Anvendelse, idet 
de to Keglesnit lade sig projicere til to koncentriske Cirkler (se Pag. 74). Kontaktkorden bliver da den uendelig 
fjerne rette Linje. 

Er her det ydre Keglesnit en Cirkel, det andet et med sammekoncentrisk Centralkeglesnit, altsaa Kontaktkorden 
en fre lies Axe, er videre det ene faste Punkt paa denne det felles Centtum, da er det andet Keglesnittets ene 
Brrendpunkt. 

Ved et elegant direkte Rresonnement erkjender han for dette Punkt de bekjendte Egenskaber og fp i er hertil, som 
den for hans Betragtning egentlige fundamentale, fplgende (der skyldes de Lahire): 

I ethvert Keglesnit er Linjen, der forbinder et Brcendpunkt F med Polen P til en ret Linje MN gjennem samme, 
lodret paa Sekanten MN. 

Hvis F tillige er Brrendpunkt for et andet Keglesnit, vil MN med Hensyn til dette i Almindelighed bestemme en 
ny Pol P', dog saa, at FPP' er en ret Linje. 

To Keglesnit med et frelles Brrendpunkt har altsaa den Egenskab, at de Poler, de bestemme med Hensyn til en 
vilkaarlig ret Linje gjennem dette Brcendpunkt, ligger paa ret Linje med dette. 

Lad MVvrere en Tangent fra Brrendpunktet til det fprste Keglesnit, da vil Polen P falde i selve MN, altsaa vil P’, 
siden FPP' er en ret Linje, ogsaa ligge paa MN 0: MN maa ogsaa tangere det andet Keglesnit. Dette 



Rresonnement f0rt for begge Tangenter fra F til det f0rste Keglesnit viser nu, at: 

F er Skjasringspunktet for tofcelles Tangenter til begge Keglesnit D: F er et Homologicentrum for de to 
Keglesnit. Herved er paa den ene Side Homologiprincipets Resultater umiddelbart at anvende; det hele faar den 
mest udprasgede deskriptive Karakter. 

Hvis man paa den anden Side videre med Poncelet lader det ene af Keglesnittene vasre en Cirkel, hvorved F 
bliver dennes Centrum, har man umiddelbart den af os udhasvede Grundegenskab, at Tangenterne til et Keglesnit 
fra dets Brcendpunkter ere Cirkelassymtoter. 

Den Rolle denne sidste Egenskab spiller ved alle de bekjendte Vinkelrelationer, som karakterisere et Keglesnits 
Brasndpunktsegenskaber, vil v re re aabenbar efter de almindelige Betragtninger, vi tidligere have anstillet i dette 
Kapitel. Bemasrkningen om et felles Brasndpunkt som Homologicentrum, aabner en ny Behandling for 
konfokale Keglesnit, der ved Projektion gaar over til samme Kategori som Keglesnit indskrevne i en Firkant. 

Det var Plucker forbeholdt at udvide den af Poncelet givne Definition paa Brasndpunkt til algebraiske Kurver i 
Planet i Almindelighed. 12 

Et Brcendpunkt for en plan algebraisk Kurve er i Almindelighed et Punkt, hvorfra der kan trcekkes to Tangenter 
til Kwven, der ere Cirkelassymtoter. En Kurve af mte Klasse har saaledes m reelle Brasndpunkter. 

Laguerre, hvem flere Opdagelser paa de metriske Egenskabers Omraade skyldes, har i den senere Tid i en 
Ras kk e Sretninger i „Comptes rendus“ vist, hvor indgribende denne Udvidelse i Virkeligheden er. 13 

Vi have for at kunne holde os nrermcrc til Poncelet og hans Vrerk, hidtil med Flid bcvregct os i Planet. 
Selvfplgelig give de metriske Egenskaber i Rummet de her fremstillede plane Intet efter i Henseende til Interesse 
og Harmoni. Den Rolle, som hist Cirkelpunkterne spille, spiller her den uendelig fjerne imagincere Cirkel, der er 
felles for alle Kugler. Analogien kan fp 1 ges i al Detalj, kun at Rigdommen i Anvendelser og i Lovenes 
Kombinationer selvfplgelig er voxet med Antallet af Dimensioner. Medens i Planet Cirkelassymtoterne omhylle 
et degenereret Keglesnit, udgjprede rette Linjer, „af Lrengdc=0“ i Rummet en speciel Linjekomplex, nemlig alle 
rette Linjer, der skjrere et vist Keglesnit. De metriske Egenskaber, som disse formidle, strre kk er sig over en hel 
Rre kk e Gebeter, der skulle belyses: 

1) Punktdannelser: 

2) Plandannelser: 

a) Vinde Kurver, 

b) Devellopaole Fläder, 

c) Fläder. 

3) Linjedannelser: 

d) Linjeflader. 

e) Linjekongruentser. 

f) Linjekomplexer. 

Den stprstc Del af disse Gebeter er endnu metrisk lidet underspgte. Vi ville kun nrevne Analoga til Plankurvernes 
Brasndpunkter, som et Felt, hvor vi tro Laguerre's Sretninger ville finde interessante Udvidelser. 



Hvad angaar Cayley's ovenfor omtalte udvidede Maalbestemmelse, da er den af Klein overf0rt ogsaa til Rummet. 
Den erstatter den uendelig fjerne Cirkel med en anden Grads Flade. Afstanden AB beror da paa det 
Dobbeltforhold, som finder Sted paa Linjen AB mellem de to Punkter A og B og Linjens Skjasringspunkter med 
den valgte Flade, og Vinkelen mellem to Planer A og B paa Dobbeltforholdet mellem A, B og de to 
Tangentplaner fra Skjasringslinjen til Fladen. Som man ser er Dualismen fuldkommen. 

Her er tillige Stedet til at nasvne den Lie'ske Kuglegeometri, som et af de nyeste Vidnesbyrd om Basrevidden af 
de herhenhprende Ideer. At denne Betragtning af Kuglen som Rumelement bliver af stprste Betydning for 
Rummets metriske Egenskaber, er allerede af det fpr sagte indlysende. Specielt har den vist sig af indgribende 
Betydning for Lasren om Fläders Krumning. 

Vi kunne ikke ende dette Kapitel uden at nrevne, hvorledes gjennem den möderne Metri selv Cinematiken og 
Mekaniken berpres af den projektive Methode og dens eiendommelige Algebra. Den elementrere (dualistiske) 
Lasre om Bevaegelsers Sammensretning af rotatoriske og translatoriske, leder ved de ovenfor visteBetragtninger 
direkte ind paa disse Elementarbevasgelsers Relation til det uendelig fjerne Plan (Translation) og den i mag i me re 
Cirkel (Rotation). Hvorledes Projektionen hermed kan overfpres paa Mekanikens Omraade er for faa A ar siden 
vist af Lindemann. 14. 

Vi har i det Foregaaende vist en Raekke Ideer, hprende de sidste 50 A ar til, hvis Vigtighed i kk e vil bestrides, og 
som alle paa det npieste slutte sig til hine af Poncelet fremsatte, af enkelte af hans Samtid som „romantiske“ 
karakteriserede, Theorier. Skulde der endnu findes nogen, der vil drage disse Ideers Berettigelse i Tvivl, da vil 
han nu dpmmes af et halvt Aarhundredes ubpnhprlige Udvikling. En anden Sag er det, at maaske Vigtigheden af 
dette eller hint Fremskridt kan bedpmmes forskjellig, og at isaafald Metriens Vigtighed af andre kan sasttes 
anderledes, end vi ere tilbpilige til. For os staar denne Gren af Geometrien som sasrlig vigtig og den Litteratur, 
som Poncelet's Ideer her har givet Stpdet til som sasrlig betydningsfuld. 



Vi har ovenfor (Kap. VII) sagt, at den egentlig e Projektion som Methode forspmtes af de Senere. Poncelet selv 
vedblev i en Raskke Opsatser, der indleveredes til det franske Akademi og efter Bruddet med Gergonne 
offentliggjordes i Crelle's Journal, som med stor /Frbpdighcd aabnedes for ham, at behandle sin Methode. De 
geometriske af hans Arbeider ere samnlede i 2det Bind af „Traité des propriétés projectives des figures" i den nye 
Udgave af 1865-66. Vi meddele her en kort Oversigt over disse Afhandlinger. 

1) Théorie générale des centres de moyennes harmoni quesP, forfattet 1823, fremlagt for Akademiet 1824, trykt i 
Crelle Journal for 1828, indeholder som „Traité des propr. proj.“ den fuldstrendige Redaktion af en Rrekke 
Underspgelser fra tidligere Tider (1815-16) nemlig tilhprende dem, vi have omtalt (Kap. IV) som paavirkede af 
Maclaurin. Afhandlingen staar i Klarhed og Dybde ved Siden af de bedste Afsnit af „Traité“, men beskjreftiger 
sig endnu kun med Systemer af Planer og rette Linjer; den fremlregger Elementarbegreber, som den senere 
Geometri med stor Effekt har gjort Brug af for Studiet af algebraiske Kurver og Fläder. 

2) Théorie générales des polaires réciproques 2 forfattet 1823-24, fremlagt 1824, Crelle for 1829 (se Kap. VIII). 

3) Analyse des transversales appliquée aux courbes et surfaces géométriques3, fremlagt 1831; Crelle 1832. 
Udgjpr fremdeles for en stor Del Resultatet af Studier ligefra 1815-16. Sturm vari 1825 kommet Poncelet i 
Forkjpbet med Generalisationen af Desargue's Involutionsbegreb, for et System af et Keglesnitsbundt og en ret 
Linje. Til Gjengjasld findes her den fprste Antydning til Poncelet's senere yderligere Generalisation af 
Involutionen bestemt ved hqiere Kurvers og Fläders Snitspunktsystemer med en ret Linje. Afhandlingen 



indeholder videre Studier i Antalsgeometrien; Poncelet benytter i disse Gergonne's Benasvnelse, en Kurves 
Klasse, og gj0r et fornyet Fors0g paa for en given m' te Ordens Kurve af dens Klassetal m(m -1) at naa tilbage til 
det oprindelige Ordenstal m, hvilken Opgave, som vi have seet, fprst Pliicker 4 Aar senere lpste. 

4) Propriétés communes aux systémes de lignes et de surfaces géométriques d'ordre quelconqueA fremlagt 1831, 
ikke trykt f0r ved Udgivelsen 1866. Indeholder fornemlig Studier over den ovenfor nasvnte forpvrigt ogsaa i en 
Note i „Comptes rendus" i 1843 opstillede Udvidelse af Involutionens Begreb. Hvad Opsatsen ellers indeholder, 
er saaledes i kk e egentlig kommen Samtiden tilgode. 

Det var en mere praktisk Lpbebane, som mere og mere lagde Poncelet Hindringer i Veien for yderligere at ofre 
sig for de geometriske Studier5, men til Gjengjasld gav ham Anledning til ogsaa paa et andet Felt at naa 
Berpmmelse ved at anvise nye Baner. Vi have seet, at nas sten hele hans Hovedarbeide i den projektive Geometri 
tilhprte Tiden indtil 1824.1 1823 modtog Poncelet nemlig paa Raad af nogle Venner, der, som vi engang 
leilighedsvis har nasvnt, vare blevne opmaerksomme paa hans Talent for Mathematikens Anvendelse paa 
Maskinlasren, en Opfordring som Dupin med den franske Industris Ophjrelp for 0ie, paa den Tid havde rettet til 
Frankriges Officerer om at holde Forelassninger over Geometri og Mekanik anvendt paa Maskiner. Arago og 
Dupin vare navnlig medvirkende ved at faa Poncelet til at skifte Studieretning. Det er bekjendt, hvorledes hans 
theoretiske Lrerdom strax bar - Frugter paa det nye Felt. Poncelethjulet gjorde snart hans Navn berpmt over hele 
det industrielle Europa. I 1834 blev han for disse Fortjenester Membre de 1'Institut, modtaget med den stprste 
Hreder af sine gamle Kritikere. 

Fprst i sin hpie Alderdonm fik han Otium til at samle ogudgive sine geometriske Afhandlinger, og saaledes 
paany vise sig sin Ungdoms Arbeide tro. 

Efter hans Dpd, Decbr. 1867, bcvarcr disse Skrifter, hvoraf navnlig „Traité des propriétés projectives“ hprer til 
vort Aarhundredes klassiske, samt den af hans Enke oprettede Prix Poncelet Mindet om vor Tidsålders stprste 
Geometer. 

Idet vi nu gaa over til at karakterisere Eftertidens Geometri, forsaavidt den er en Fortsrettelsc og Udviklieg af de 
af Poncelet fremsatte store Principer, maa vi navnlig dvrele noget ved hans allernrermeste Eftermrend, Mpbius, 
Pliicker og Steiner, dels fordi der hos dem med Sikkerhed kan paavises Uafhrengighed af Poncelet, dels og isrer 
paa Grund af deres Betydning. Det vil da blive vor Opgave at spge at paavise de Fremskridt hos disse Mrend, 
som fprer Geometrien yderligere fremad i den af Poncelet anviste Retning. Men paa Grund af det masseagtige 
Stof, som det her gjrelder, maa vi reservere os med Hensyn til de fplgende Karakteristiker. Vore Studier have 
vasret for spredte til at vi tpr anse deres Resultater for nogen ganske upartisk Dom. 

Hvad de Ideer angaar, som disse Masnd have tilfaelles med Poncelet, gjaidcr det fprst og fremst at han er fpr i 
Tid, de rn re st at hans stprre Klarhed borger for stprre Indgang hos det geometriske Publikum. Med Hensyn hertil 
kan det ogsaa mrerkes, at Poncelet selv i Tydskland, hvor de tre ovennrevntc virkede, meget snart opnaaede stor 
Berpnmielse, navnlig fra den Tid af, da Crelle's Journal tog sin Begyndelse. 

Nrestcn samtidig, som Poncelet ved sine mekaniske Studier blev IJernet fra den Geometri, han med saameget 
Held havde grundet, fremtraadte Mpbius. Han havde det tilfaelles med Poncelet at staa paa den Monge-Carnot'ske 
Skoles Grund, men hans Methode er en helt anden end Poncelet's og maa betegnes som v resen tl ig analytisk. Hans 
fprste leilighedsvise Meddelelse om nogle af sine Ideer skriver sig fra 18236. Ligesom Poncelet fprst mange A ar 
efter Udarbeidelsen af sine Tanker fik Anledning til at offentliggjpre dem for den store Almenhed, blev Mpbius's 
Opdagelserfprst i 1827 tilgjrengelige for alle ved Udgivelsen af J)er barycentrische CalcuT\ 

Mpbius's strerke Udtalelser i Forordet ligesom flere betegnende Trrek i Vrerket selv borger for, at han har, om 
end ikke vreret ubekjendt med Tilvrerelsen af de franske Mathematikeres beslregtede Arbeider, saa dog afholdt 



sig fra at gjpre Brug af dem. Saaledes ville vi navnlig henlede Opmasrksomheden paa, at Mobius endnu i 1827 
til sk river Robert Simson Opdagelsen af den Pascctlske Sexkant7 hvilket synes os afgjprende at bekrrefte, at han 
har holdt sig fremmed for Indholdet af ialfald Brianchon's senere samt Poncelefs Arbeider. Bogens Citater 
forudsastter af fransk Litteratur strengt taget kun L'huilier's, Monge's, Carnofs og Dupin's Skrifter, af hvilke, som 
vi erindre, Carnofs Transversaltheori fra 1806 f. Ex. citerer Brianchon's Sats, som Mobius kjender. 

„Der barycentrische Calcuf' gaar ud fra L'huilier's og Carnofs fpr omtalte Paavisning af Tyngdepunktets rent 
geometriske Karakter. Fra dette Udgangspunkt af kan en ren Geometri opkonstrueres8. Mobius v niger ikke 
dette; han benytter den givne Ide paa en original Maade til ved en Art symbolsk Regning at skabe en ny analytisk 
Geometri, hvis Betegnelser og Regnemethoder er temmelig forskjellige fra de brugelige Koordinatanalyser. 

Ethvert givet Punkt i Planet (Rummet) betragtes som Tyngdepunkt for 3 (4) faste Fundamentalpunkter, idet disse 
tilkeggcs visse Masser. Disse Masser er at betragte som det givne Punkts Koordinater. 

Herved er et uvurderligt Fremskridt antydet i Analysen, nemlig det homogene Koordinatsystem samt den fprstc 
friere Betragtning af Koordinaternes Betydning. 

Men hermed er efter vor Mening ikke Ligheden eller Forskjellen mellem den baryccntriskc Regning og de 
vanlige homogene Punktkoordinater antydet. Meget mere kan den Maade, hvorpaa Mobius benytter sin Kalkul, 
heller karakteriseres som det fprste Skridt i Retning af Grassmann 's Kalkul. Ialfald tro vi at kunne udtale at 
M0bius's sasregne Regnemethode ikke har - noget egentlig Sidestykke hos senere Analytikere fpr Grassmann. Dog 
kan hans Lpsning af Fortegnsreglernes Problem masrkes som den endelige, hvortil alle senere har - sluttet sig. 

Medens saaledes Betegnelsesmaaden og Regnemethoden isasr har - ydre Ligheder med Reformerne, navnlig med 
Pliickers, i den vanlige Analyse, har - Mobius's geometriske Resultater, der altsaa skiller sig fra Poncelefs ved 
hovedsagelig at v re re erholdte ved ren Regning, efterladt mere direkte Spor i den möderne Geometri. 

Af M0bius's nye Begreber skulle vi fprst nrevnc ét, som helt tilhprer ham. Har - man i Planet 4 (i Rummet 5) 
Punkter givne, giver disses Forbindelseslinjer (-planer) Anledning til nye Skjreringspunkter, som atter kunne 
forbindes o. s. v. Herved opstaar et helt System i Planet (Rummet). Mobius kalder dette et „Net‘“9. Nettets 
deskriptive Karakter viser, at det er projektivt i Poncelefsk Forstand. Mobius kom til det samme, men gjennem 
en anden Tankegang. 

Idet han opstillede et nyt fundamentalt Begreb „Verwandschaft‘\ defineret ved, at de to „bcslregtcdc“ Systemer 
svare Element for Element til hinanden, idet hverken en gjennemfprt Samsvaren af ulige Elementer (f. Ex. 
Dualitet) eller Samsvaren af et Element af det ene System til flere af det andet („höhere Verwandschaff “) 
udelukkedes 11, lededes han gjennem Underspgelser af forskjellige Slags „Slregtskab“ af simplere Art, - Lighed i 
Form og Stprrelse, Ligedannethed, „Affinitet“, hvorved han (efter Euler ) forstod det, der finder Sted mellem et 
plant System og dens Parallelprojektion paa et andet Plan (en Definition, som han dog kun meddeler i en mere 
tilfaeldig Note 10, medens hans oprindelige som nresten alle staa mere tilslprede bag Tyngdepunktsudtrykkene) - 
til et af Hovedemnerne for Bogen: det kollineare Slcegskab. For dette opstiller han som ren geometrisk 
Definition, at Planer svare til Planer, rette Linjer til rette Linjer o. s. v. 

Han finder da, at i Planet 4 (i Rummet 5) Punkter bestemmer en Kollineation, at altsaa den kollineare Samsvaren 
mellem hvert Punkt i det ene af to Planer med et tilsvarende i et andet er bestemt, naar man har - samordnet to 
Punktkvadrupler én af hvert Plan. Derved fplger nemnlig begge de to Net og, da Nettet ved enOvergang 
svarende til den elementasre fra det kommensurable til det inkommensurable, kan sluttes saa nasr om et 
vilkaarligt Punkt i et Plan, man vil: begge Planer i deres Helhed. Man ser heraf let, at to kollineare Figurer kan 
bringes til perspektivisk DaskninglO. 

M0bius's Kollineation i Plan og Rum staar i et lignende Forhold til Poncelefs Homologi paa de nasvnte Felter 



som Gergonne's Dualitet til Principet om reciproke Pol arer. Ligesom nemlig Dualiteten er af en mere abstrakt 
Karakter og bortser fra et hvilketsomhelst Keglesnit til Dannelse af den reciproke Figur og deri har sin Styrke, 
medens Poncelefs Princip udmrerker sig ved sin direkte geometriske Opfatning, saaledes har Kollineationen en 
aldeles analog abstrakt Karakter, der ikke tränger Poncelefs Homologiaxe eller -Centrum. 

Poncelet forstod bedre at skatte denne Abstraktion for Kollineationens Vedkommende, der derved bliver et 
Frcmskridt, end ligeoverfor Dualiteten. Medens han stadig polemiserer mod denne, er derimod den fprste ikke 
Gjenstand for Angreb. 

Den Analogi mellem Dualismen og Kollineationen, som vi her have gjort opmserksom paa, peger efter vor 
Mening tilbage paa Analogien mellem begge Principers Fremkomst, hos Masnd, hvis geometriske Ideer helt vare 
gjennemtrrengte af en udviklet Analyses Rasscnncmcntcr. 

Skjont M0bius i sit Forord omtaler det projektiviske Perspektiv som et ofte nyttigt Redskab, gjpr han dog 
saagodtsom ingen Brug deraf. Derimod saameget mere af Dobbeltforholdet 12, som han har /Frcn for at have 
indfprt under Navn af „Doppelschnittsverhältniss“ og som hos ham gjpr en stadig og virksom Tjeneste. Som en 
karakteristisk Bemasrkning, hvortil dette giver Anledning, skulle vi nasvne hans Yttring, at Kollineationen kan 
forklares ved Ligheden mellem alle Dobbeltforhold mellem samsvarende Punkter. 13 

Mpbius behandler Dobbeltforholdet fuldstasndig indgaaende og har endog flere Sretninger derom, end der pleier 
at forekomme hos senere Synthetikerel4. Videre indfprer han ogsaa det i Kap. VII omtalte 
“Dreieckschnittsverhältniss" 16 og gjpr endel Brugsaavel af dette som af et lignende 

„Vieleckschnittsverhältniss“. Dog förekommer det os, forsaavidt med Indskrasnkning, som disse Forhold ere 
knyttede til hans „Net“. 

Endelig skulle vi ikke lade uomtalt, at Mpbius ogsaa ved Hjrelp af Pascals og Brianchon's Sexkanter naar til 
Dualiteten, som han dog ikke udfprer, men hvorved han i Overensstemmelse med det for ham sasregne Valg af 
Sastningsstof v resen tl ig fremhrever Dobbeltforholdets Uforanderlighed. 

Vi have her udtaget de for „barycentrischer Calcul‘“ karakteristiska Ideer, der betegne Fremskridt for den 
möderne Geometri. 

Ved at anstille en Sammenligning med Poncelefs „Traité“, vil man finde, at „baryc. Calcul's“ Styrke 
Behandlingens abstrakte Karakter, der har skabt Dobbeltforholdet og Kolleationen, tillige er dets Svaghed. 

Kalkylen har vistnok ved sin Fjernhed fra den i sig saa naturlige Cartesiske Methode staaet i Veien ik ke blot for 
Vrerkets almene Forstaaelse, men endog for Tilgodcgjorclscn af dets mange Fortrin; dette ho vi isrer er Grunden 
til, at M0bius trods de ovennrevnte utvivlsomme Fremskridt ikke kan siges at have havt mere end middelbart en 
saa stor Indflydelse paa den möderne Geometri, som Poncelet, hvis Vasrk i kk e paa noget Sted lregger end den 
ringeste Vanskelighed i Veien for at opfatte og udnytte, saalangt man pnsker, dets mange store, nye Principer. 

Det er maaske ikk e overflpdigt at tilfpie, at Möbius i kk e paa nogen Maade berprer Felter, der staa i Förbindelse 
med den egentlige Metri, ligesom hans hele Fremstilling er fjern fra Ideer, der svare til Poncelefs geometriske 
Kontinuitetsprincip. 

Pliickefs Fortjenester ligge fornemlig paa Analysens Omraader. Flan kan her siges at have spillet en lignende 
Rolle som Poncelet for den rene Geometri. Biot og Gergonne var for Pliicker omtrent, hvad Brianchon var for 
Poncelet. Ligesom i Gergonne's Annaler hvert nyt geometrisk Fremskridt besvaredes med et lignende analytisk, 
saaledes danner Pliicker's „A nalytisch-Geometrische Entwickelungeri\ hvoraf lste Del udkom 1828, men hvoraf 
et mindre Parti tidligere havde vasret i Trykken 16, slaaende det analytiskePendant til Poncelefs „Traité“. Men 
det maa maerkes, at Pliicker ved Udgivelsen af denne fprste Del (i Lighed med Möbius) ikk e havde havt „Traité“ 
til inciterende Forbillede. Flan har selv i 2det Bind af sine „Entwickelungen“ (1831) givet en detaljeret 



Fremstilling af den Maade, hvorpaa han kom til sine Ideer. Da denne fremhrever just de vigtigste af hans nye 
Tanker, skulle vi holde os til den. 

Det var ved rent Tilfelde, han engang (1825) lededes til analytisk at underspge om, som det af en Figur forekom 
ham, de tre Frellcskordcr for tre hinanden reelt skjasrende Cirkler gik igjennem et frelles Punkt, og fandt dette ved 
den bekjendte Indfprelse af enkelte Symboler og nden Elimination. Denne Opdagelse lasrte ham den saakaldte 
forkortede Betegnelsesmaade , som forpvrigt npiagtig paa lignende Maade engang tidligere var fundet af 
Gergonne 17, ligesom endnu tidligere B re 1 18 fra et andet Synspunkt havde vreret inde paa lignende. 

Det andet vigtige og med dette i Förbindelse staaende Princip, han pinede, var de ubestemte Multiplicatorers 
Princip, der, som fpr omtalt, allerede var fremsat af Lamé. 

Med disse sine Forgjrengere paa det samme Felt maa forpvrigt PlUcker v re re bleven bekjendt, da han, som han 
fortasller, gjennemlpb Gergonne'’s Annaler for at spge geometrisk Stof, hvorpaa han kunde anvende sine nye 
Ideer. 

Under dette Gjennemsyn stpdte han paa Poncelefs Afhandling „Reflexions sur l'usage de 1'analyse algébrique en 
géométric &c.“ (se ovenf. Kap. IV) og fandt ved sine Methoder uden Vanskelighed Beviserne for de deri 
opstillede Konstruktioner, hvorved Poncelet kom til „at give ham Vink ved Uddannelsen af hans Methode i det 
Enkelte". 19 Derimod fremhaever han udtrykkelig, at Poncelet's „Traité“ förblev ham fremmed ved 
Udarbeidelsen af lste Bind. 20 

Vi ville fra Hankel's „Elemente des proj. Geom.“ 21 laane fplgende trasffende Karakteristik af de ved PliickePs 
„Entwickelungen“ opnaaede Fremskridt: 

„Ved at skabe den symbolske Betegnelse og de ubestemte „Koefficienter, paa hvilke hele den nyere analytiske 
Geometri „beror, befriede han denne Videnskah fra den stadige Brug af„Koordinataxerne, der hidtil altid, som et 
fremmed Element havde „skudt sig ind mellem de Linjer og Figurer, der forelaa. Man „kunde ved Hjaelp af 
denne eiendommelige Methode ligesom regne „med Linjerne selv. Kombinationen af de res Symboler fprte uden 
„alle de brydsomme Eliminationer, der fpr havde v re re t „uundgaaelige, af sig selv til deres geometriske 
Relationer, der simpelt lod „sig hese ud af Ligningerne". 

Vi have gaaet noget nrermere ind paa disse Ting; thi i PlUcker have vi den Mand, der efter vor Mening er 
Poncelefs betydeligste Sidemand ved den möderne Geometris strerkc Udvikling. Dog stille vi fremdeles 
Poncelet i Spidsen; thi hvad det geometriske Udbytte af lste Bind af „Entwickelungen‘“ angaar, som vi altsaa maa 
erindre var baseret navnlig paa Gergonne's og Poncelefs Arbeider i Annalerne, saa er det med Flensyn til 
betydeligere Ting kun, hvad Definitionen af et Keglesnits Braendpunkt som Centrum for den tangerende 
Nulcirkel angaar, kommen lasngere end disse Arbeider, og er i denne Undtagelse, som vi ved, langt efter 
„Traité“. 

Ogsaa for sin forkortede Betegnelsesmaade deler PlUcker SL ren med en fransk Mathematiker, den Kap. VIII 
nasvnte Bobillier, der er mindre produktiv end sin tydske Rival, men udvikler en endnu stprre Elegantse og 
Originalitet. De dele ogsaa /Ercn for homogene Koordinaters indfprelse i det Cartesiske System, men her kom 
Bobillier PlUcker i Forkjpbet. Bobillier dpde desvasrre ung. 

Intet har dog ved Siden af de analytiske Fremskridt i 1828 gjort PlUcker saa fortjent som hans n res te Udvidelse af 
Koordinatbegrebet, hvorved han konstruerede sine Linjekoordinater i Planet og Plankoordinater i Rummet (se 
Kap. VIII) og idet Flele Gjennemfprelsen af denfriere Betragtning af Koordinaters Betydning, som allerede 
Mpbius havde antydet. 

En Spire til Anvendelser, der gribe ind paa saa mange Felter af möderne Geometri, meddele vi af Forordet til 
2det Bind af „Entwickelungen“: 



Efter at have udtalt som en Udvidelse af Reciprocitetsprincipet den Tanke, at det analytiske Bevis for en 
Sastningumiddelbart beviser ligesaamange Sastninger som der gives Koordinatsystemer, siger hen22: 

„Man kan betragte Geometriens Forhold til Analysen fra „forskjellige Synspunkter. Jeg skulde helde til den 
Anskuelse, at „Analysen er en Videnskab, som staar selvstasndig for sig, „uafhrengig af enhver Anvendelse, og at 
Geometrien som fra en anden „Side Mekaniken blot fremtraeder som den billedlige Fortolkning „af visse 
Forholde af det store ophpjede Hele“ - hvoipaa han illustrerer sin Anskuelse med en Rae kk e Exempler. 

Men heri ligger samtidig omvendt udtalt Geometriens Vasrd for Analysen, ved gjennem 0iet at give Tanken 
befrugtende Impulser, og som Illustration hentil kunne vi minde om hin geometriske Figur, der hos Pliicker 
vakte Ideer, som skulde blive af saa stor Betydning for hans analytiske Reformer23. 

Paa et fra disse Omraader noget fjernere ligger en anden Fortjeneste hos Pliicker, hvori han mpdcs med Poncelet, 
nemlig ved at skabe Antals geometrien. Vi have oftere omtalt de vigtige Forarbeider paa dette Felt, som skyldes 
Poncelet. Pliicker gjorde det fprste Skr i dt videre ved de efter ham opkaldte Ligninger. 24 

Antalsgeometrien, hvis Udgangspunkt vi have fundet i selve Kontinuitetsprincipet, blev ved disse Formler en 
fast Videnskab. De yderligere Bidrag, som i den fplgende Tid skyldes Chasles, Salmon, Cremona, Clebsch, 
Zeuthen, Halpkén og fl. har uddannet denne Videnskabsgren til en Hpide, hvor den kappes i Betydning med en 
hvilkensomhelst af Mathematikens andre Dele. 

Pliicker forlod, som Poncelet, for en lasngere Del af sit Fiv, den rene Mathematik og virkede som Fysiker, men 
vendte, atter som Poncelet, paa sine gamle Dage tilbage og skabte endnu fpr sin Dpd en hel ny Geometri, 
Linjegeometrien i Rummet, idet han i vank satte en Ide, som allerede havde beskjasftiget ham tidligere. 

Pliicker optog af Möbius's geometriske Ideer Kollineationen, som han gav analytisk Udtryk ved Siden af 
Reciprociteten. Den anden aiMöbius's Opdagelser: Dobbeltforholdets systematiske Betydning fprtes ind i den 
rene Geometri af Steiner. 

Denne Geometer, hvis Virksomhed begyndte samtidig som Crelles Journal25, til hvis tidlige Ry han har - ydet 
i kk e ringe litterasre Bidrag, nedlagde endel af disse mere spredte Theorier i et ved Udgivelsen af et fprste Bind 
sandelcs lovende og efter en omfattende Plan anlagt, men desvasrre i kk e senere fortsat Hovcdvauk26 
„Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander“ (1832), der Aaret efter 
fulgtes af et lidet, men gedigent Arbeide „Die geometrische Konstruktionen 1 '. - Da vi med Hensyn til den 
fplgende Karakteristik af det med Steiner betegnede Fremskridt have arbe idet under noget uheldige Forhold, maa 
vi fremsastte den med noget Forbehold27. 

Poncelet's projektive Methode stiller i kk e to projektive Punktrrekker skjsevt til hinanden. Betragtningen er hos 
Poncelet endnu strengt bundet til de to Figurer, som dannende hinanden perspektiviske Projektioner i Forhold til 
et fast i 0 vr ig t uvedkommende Punkt. Möbius's Kollineation fprer en vis Frihed ind i disse Betragtninger, og 
Steiner gaar det meste Skridt, idet han bctragtcr Finjen som Punktraskke (Ordet „Punktraskke“ er forpvrigt af 
yngre Datum, Steiner siger kun „Gerade“)28 og for fprste Gang opstiller det tilsvarende Begreb, Finjebundt 
(Strahlbirschel); han bringer to „projektivische Geraden“ (resp. „Strahlbuschel) i „skjasv Beliggenhed" og 
forbinder nu de tilsvarende Punkter (Straaler). 

Frugtbarheden af denne Ide er bekjendt. Med hvormegen Ret man end kan sige, at Poncelet visselig har - kjendt 
Sretningen, om end i en anden Form, maa dog hertil svares, at Sretningen selv her er det mindste; netop Formen 
er det her, der udtrykker Fremskridtet ogsaa i Ide. Selv om Steiner kun skyldtes denne Tanke, vilde den vreret 
nok til at sikre ham mod Forglemmelse; men „Systematische Eutwickelung" fprer efter sit Anlreg „die 
verschiedenartigsten „Erscheiningen in der Raumwclf' tilbage til „eine geringe Zahl von „ganz einfachen 
Fundamentalbeziehungen, worin sich der „Schematismus ausspricht, nach welchem sich die iibrige Masse von 



Sätzen „folgerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt“. 29 De citerede Ord af Steiner minder os uvilkaarlig 
om Poncelet og hans Arbeide. Og mellem de to rene Geometere er der efter deres Anlasg og deres Arbcidcs Maal 
stor Lighed. Steiner har altsaa denFortjeneste, at have ti lf0 ict til de af Poncelet fundne Synspunkter, hvorfra saa 
utallige Fasnomener falde sammen, endnu nogle nye. Dog arbeider han paa en allerede opbrudt Jordbund. For 
ham har Poncelet udfprt de kolossale Arbeider, at rydde de mange Flindringer bort med sit Kontinuitetsprincip og 
deipaa samle de projektive Egenskaber, og Mpbius har begrundet Dobbeltforholdets eiendommelige Nytte og 
skjasnket Kollineationen. 

Paa disse Fundamienter er det nu, Steiner opbygger en genial og sindrig Bygning. 

Ligesom Steiner i det Flele egentlig talt staar paa Poncelet's Grund30, er navnlig hans andet Arbeide om 
Konstruktionerne at bctragtc som en Udfprelse i Detaljer af Poncelet's i „Traité“ anstillede korte Betragtninger, 
der gaa ud paa, at alle geometriske Opgaver, der lede til to Lpsninger, kunne lpses ved Hjcelp af en fast Cirkel og 
forpvrigt li ne alt?) I. 

SteinePs utallige geometriske Ideer, store og smaa, udmrerke sig gjerne ved en paafaldende Originalitet; i 
Crelle's Journal findes de i Masngdevis, men hans Produktivitet som Bogforfatter udtpmtes med de nasvnte 
Vasrker. 

Ligeoverfor Steiner ville vi stille en anden stor Geometer, Chasles?2. 

Denne, hvis fprste Arbeider i modcrngcomctrisk Retning falder saa tidlig, at hans Navn allerede förekommer 
citeret i „Traité des propr. proj.“, pvede siden en i kk e liden Virksomhed i Gergonne's Annaler fra dets 18de Bd. 
af (1828). Det var navnlig en Side af den perspektiviske Projektion, nemlig den udvidede stereo grafiske, der af 
ham studeredes og med meget Fleld benyttedes til Udledning af Theoremer vedrprende Keglesnittene og specielt 
deres Metri. 

Ligeledes udfoldede han omtrent samtidig (1829) en sta:rk Produktivitet i Quelelefs „Correspondance“ og i det 
belgiske Akademis Skrifter. Navnlig fortjener hans Studier over 2den Gradskeglerne at nasvnes, hvor han dels 
fylder en maukvaudig Lakune i Rummets da bekjendte Geometri, dels viser de möderne Methoders 
Fortrreffelighed. Dog er det fprst hans „Apergu historique“,der gjpr ham bekjendt over hele den mathematiske 
Verden. En Opgave stillet af Akademiet i Bruxelles foranledigede Tilblivelsen af dens to betydelige geometriske 
Afhandlinger, med en ganske kort forudskikket Indledning. (Decbr. 1829). Vasrket udkom dog, paa Grund af 
forskjellige Forhindringer, navnlig beroende paa Redaktionen af den historiske Del, der gav Forfatteren 
betydeligt Arbeide, fprst i 1837. 

Den möderne Geometris Flistorie finder her en aandfuld Behandling, ihvorvel Kritiken har havt forskjelligt at 
udsastte derpaa (ligesom vi ogsaa selv har fremhasvet en enkelt Side, der efter vor Mening giver Anledning til 
berettiget Anke). Men Chasles har ved dette Vasrk tillige erhvervet sig Plads blandt den möderne Geometris 
fprste og betydeligste Repras sentanter. Ikke just ere hans Ideer i de to omfattende Afhandlinger; som afslutte 
hans Vasrk, selv i 1829, endsige i 1837 lasnger nye, om end flere af dem fra hans Side ere originale; tvertom 
Hovedtanken i den fprste, Dualiteten er os velbekjendt og den i den anden, Homografien, uagtet det nye Navn, 
som Chasles overensstenmiende med en ham eiendommelig Skik indfprer, ik ke heller; thi den er identisk med 
Möbius's Kollineation, ligesom hans anharmoniske Forhold identisk med den sammes 

„Doppelschnittsverhältniss“. Men den Behandling, han underkaster disse for Homografien og det anharmoniske 
Forholds Vedkommende paa fransk Grund nye Begreber, er for det fprste oprindelig af ad dre Datum end 
PliickePs analytiske (1831) og SteinePs synthetiske (1832) altsaa af dem uafhasngig, om den end som sagt fprst 
noget senere er udkonmien, og derhos er den i h0i Grad fortrinlig, og har bl. a. havt en sasrdeles afgjprende 
Indflydelse paa den möderne Geometris Anseelse som vigtig Videnskabsgren. - Vi bpr ogsaa udhasve de 
interessante Noter til „Apergu“. De indeholde dels historiske Monografier, hvoraf den om Indemes Geometri for 



f0rste Gang fremf0rte denne masrkelige geometriske Litteratur for vor Tids Bed0mnmelse, dels geometriske 
Afhandlinger af megen Interesse; saaledes den sasrdeles indgaaende om involutionens Karakter.33 

Paa Tydskernes Beklagelse over Chasles's ringe Hensyn tilden tydske Litteraturs Frembringelser har Chasles 
allerede paa Forhaand svaret ved at fremhreve sit ringe Kjendskab til det tydske Sprog. For os er dette af 
Interesse. Derved viser det sig yderligere, at Chasles analytiske Behandling af Homografien udelukkende peger 
tilbage paa Poncelefs Homologi ligesom hans anharmoniske Forhold paa den Brianchon-Poncelefske 
Paavisning af dettes Projektivitet. Gjennem denne Omstrendighed faar man maaske mest direkte 0ie for den 
Poncelefske projektive Geometris Indgriben i Analysens Behandling, som vi tidligere har fremhrevet, om den 
end selv uden dette ikke vil hestrides. Naar man ipvrigt desuden bemasrker, hvad tydske Geometere medgive, 34 
at selv i Tydskland „Aperqu historique" (oversat af Sohncke 1839) mere end noget andet Vank har udbredt den 
möderne Geometris Ideer, saa er Basrevidden af vor her berprte Paastand tilstraskkelig paavist. 

Som det fprste ydre Tegn paa, at den möderne Geometris Betydning var anerkjendt, kan betragtes Oprettelsen af 
en Lancstol for hpiere Geometri ved Faculté des Sciences i Paris (1846), et Professorat, som Chasles tiltraadte og 
endnu (saavidt vi ved) beklasder, og hvorfra han i sine to indholdsrige Vank er „Traité de géométric supérieure" 
(1852) og „Traité des sections coniques 1“ (1865) har sendt systematiske Lancbpgcr ud, af hvilke den fprste har 
vasret af Betydning for den af os omtalte specielle Metri. Plans Bog om Porismerne (1860) have vi tidligere havt 
Anledning til at nasvne. 

Stprre Betydning for Udviklingen af geometriske Ideer tillasgge vi Chasles's Arbeider i Antalsgeometrien, hans 
Induktion om ^Karakteristiker “ samt hans Korrespondanceprincip, hvilket sidste er et meget smukt Exempel paa 
den Form, hvori analytiske Sann inger kan overfpres til den rene Geometri, en Overfpring, hvoipaa det store 
Kontinuitet sprincip afgiver det asldste og specielt hele Antalsgeometrien det nu celebreste Exempel. 
KoiTespondanceprincipet er en asgte Affpdning af Kontinuitetsprincipets oprindelige Ide og ganske i dettes Aand. 
Endelig har Chasles ved sine Underspgelser over Rummets Geometri anvendt Methoder, hvoraf Theorien for 
Fladeafbildningen har udviklet sig.Vi have hidtii i saavidt muligt store Drag antydet Fortsautclsen og den videre 
Udvikling af Poncelefs og hans Samtidiges Arbeider i den nyere Retning, forsaavidt den skyldes de nasvnte store 
Efterfplgere. Det er selvfplgelig förbundet med en endnu stprre Vanskelighed at give noget samlet Billede af, 
hvad der senere er udrettet. Feltet bliver for vidt, Detaljerne dels for mangeartede, dels for nauliggende, og den 
Sagkundskab, som fordres, tpr vi ikke mere tillasgge os. I samme Mon, som man selv er Specialist - hvad 
Nutidens mathematiske Studium med Npdvendighed medfprer - bliver det Vand mindre, Ens Blik paa saavidt 
nrer vor Tid liggende Forgreninger af en stank udviklet Studieretning kan tilhegges, hvad en upartisk 
Bedpmmelse af Arbeidernes Betydning angaar. Men heldigvis tilsteder vor foreliggende Opgave at foretage vort 
Rids af de senere Fremskridt saavidt skizzeret, at vi vove et Forspg, ligeoverfor hvilket vi dog, og endnu 
stankcrc. gjentage vor engang tidligere udtalte Reservation. 

Sammenligner man de senere Studier i den rene Geometri i Frankrig og Tydskland, vil man vistnok blive 
opmanksom paa en vis Forskjel i Valget af Stof og Behandling. De franske Geometere have i det store og hele 
lagt sig mere efter de metriske, de tydske mere efter de projektive Egenskaber, hvorhos man hos de sidste i 
Regelen vil gjenfinde den stprre Evne og Tilbpilighed, der er karakteristisk for den tydske Videnskabelighed i det 
hele, til at udvikle fuldstasndig gjennemfprte systematiske Lasrebygninger. I hpiere Grad end i Frankrig opviser 
Tydskland ogsaa mere eller mindre udprasgede Skoler. 

I Kap. IX have vi omtalt en fundamental Theori af den metriske Geometri, som v resen tl ig skyldes franske 
Studier, og nrevnt Chasles og hans Elev Laguerre som Poncelefs Efterfplgere paa denne Vei. Men ellers maa vi 
udtale som vor Formening, at den franske Geometri for den stprste Del kan betragtes ligesaameget (eller mere) 
som Fortsasttelsen at Monge 'v, Dupiifs eller Gauss's som af Poncelefs Arbeider. Vi kunne foruden Chasles selv, 
der ogsaa arbeider i disse Brancher, anfpre Navne som Liouville, Lamé, Stunn, I. A. Serre, Abel Transon, 
Bertrand, Ossian Bonnet og flere,hvis betydelige og vigtige Opdagelser har kastet et klart Lys over de indviklede 



Forholde, som Problemerne vedr0rende Normaler til algebraiske Fläder, Orthogonalsystemer, Krumningskurvcr 
og lignende af metrisk Karakter frembyde. Deres Studier udmrerke sig ofte ved en h0i Grad af Simpelhed, som 
opnaaes ved at lasgge den direkte geometriske Anskuelse til Grund og ikke sjelden i Lighed med de Gamle, 
gjennem et for det Specielle 0iemed heldig valgt System af Hjaslpebetragtninger at befordre denne Anskuelse. 
Mange af deres Rassonnementer ere derfor komne den rene Geometri umiddelbart tilgode. - Af de nyeste 
Forskere ville vi s redig n re v ne Darboux, hvis betydelige Arbeider tillige ere paavirkede af de Fremskridt paa det 
systematiske Omraade, som skyldes de tydske Geometere. 

Af de tydske Skoler, som vi i Medfpr af deres efter vor Formening stprre Slregtskab med Poncelet og hans 
Retning ville omtale forholdsvis noget udfprligere, kan den ene nrermcst betragtes gaaende i Steiners synthetiske 
Aand. Dog har den Vreg ten endnu mere lagt paa de geometriske Frenomcncrs systematiske Ordning og 
Systemets Opbygning af de geometriske Elementarbegreber og disses Sammenfpining til de naturligste 
Kombinationer med en streng Diskussion af den indbyrdes Beliggenheds Muligheder som Udviklingstraad. 

Denne Retning, hvis Grundtanke forpvrigt kan paa vises i det samme mrerkcligc Arbeide35 af Gergonne (1825- 
26), hvor denne fprste Gang udtaler den abstrakte Dualitet, og hvor han anstiller Betragtninger netop over 
Beliggenhedens Indflydelse, fik i Tydskland en klassisk Behandling af v. Staudt i dennes „Geometri der Lage" 
(1847), efterfulgt af „Beiträge zur Geometri der Lage" (1856), hvis dybtgaaende og i sin filosofiske Strenghed 
noget stive og vanskelige Lorm imidlertid besvrerliggjorde Tilegnelsen af dets Lortjenester. Flerpaa har - siden 
Reye bpdet ved en mere gjennemsigtig Lremstilling („Geometri der Lage" 1866). 

Af endnu stprre Betydning er den fra Plrickers Methoder udgaaende analytiske Skole, hvis betydeligste 
Reprresentanter Hesse og Clebsch hpre blandt den möderne Geometrfs mest fortjente Mrend. 

Hesse, hvis Arbeider paa mange Steder falder supplerende ind 

mellem selve Pliicker's, forstaar at give sin Lremstilling en aldeles uovertruffen Elegantse. Blandt Lremskridt i 
Analysens Midler, skyldes ham, foruden Lortjenester ved hans Del i Arbeidet med at nyttiggjpre 
Determinantemes vigtige Redskab i den analytiske Geometrfs Tjeneste, navnlig hans Bidrag til at sammenknytte 
de algebraiske Kurvers Theori med Theorien for de homogene Lunktioner, hvorved den af en Rrekke engelske 
Mathematikere udviklede modeme Algebra fik en saa rig Anvendelse paa den analytiske Geometri. Den 
„Hesse'ske Kurve", den „Flesse'ske Ligning" betegner velbekjendte og udmrerkede Opdagelser af ham. 

Clebsch's Navn knytter sig til en hel Retning, der efter hans tidlige Dpd reprassenteres af talrige og virksomme 
Elever, hvoraf nogle allerede have udrette betydeligt. Retningen kan betegnes som dels den egentlig arvtagende 
efter Pliicker, dels som formidlende Identiteten mellem den projektive Geometri og den möderne Algebra, dels 
endelig som begrundende nye frugtbare Principer. Det vilde fp re mig forvidt at gaa ind paa disse; thi her naaes 
paa en Maade den rent projektive Geometris Begrasndsning, tydeligst maaske betegnet ved Clebsch's Udnyttelse 
af de Abels'ske Lunktioner for de algebraiske Kurver, et Lremskridt ind paa en hpiere Betragtning, for hvilken, ret 
som et Symbol paa Övergången fra den projektive Geometris Tid til en ny, Opdageren lpnnedes ved den fprste 
Uddeling af Prix Poncelet. 

Den oftere omtalte möderne Algebra er successive fremgaaet af en Rrekke engelske Mathematikeres 
eiendonmielige Studier. Med Flensyn til dens Udviklingsgang, som ikke direkte staar i Lorbindelse med 
Lastlandets projektive Geometri kan henvises til Litteraturoversigten i Liediers tydske Bearbeidelse af Salmons 
„Lorela 2 sninger over de lineasre Transformationers Algebra". Paa tydsk Grund omplantedes disse Studier 
gjennem Aronhold's berpmte Arbeider i Crelles Journal, og deres identiske Sammenfalden med den projektive 
Geometris Problemer er navnlig paavist af den Clebsch 'ske Skole36. 

Vi have et Par - Steder nasvnt Navnet Grassmann. I Sammenhasng med hans vistnok ofte asgte tydsk abstrakte og 
filosofiske, 



men i endnu h0iere Grad dybtgaaende og befrugtende Tanker i hans „Ausdehnungslehre“, b0r ogsaa nasvnes de 
beslasgtede Arbeider af Hamilton over Kvaternioner. De herved fremstaaede geometriske Ideer tilh0re den 
samme Sfere, som de af os i en Note nasvnte, at Argand f0rst opstillede, der visselig har en rig Fremtid for sig. 
Vi ber0re dem her, fordi de, som vi have havt Leilighed til at nrevne, laa Poncelet og hans Ide saa fjernt. Her 
have vi saaledes paa et andet Punkt naaet Ideer, der pege lasnger frem end de, hvis nasrmere historiske Udvikling 
var dette Arbeides Formaal. 


Vi skulle endelig give en kort Resumé af de Resultater, hvortil vore Underspgelser har bragt os. 

Paa et Monge-Camot'sk Fundament er der bygget en Komplex af Theorier, som tilsammen kaldes den möderne 
Geometri: 

1. En projektiv ren Geometri, mulig anet af Brianchon, grundet at Poncelet, der ved Kontinuitetsprincipet 
overvinder Vanskeligheden ved Övergång fra reelt til i magi mert, derved samt ved Projektionen aabner 
Muligheden for en ny Betragtning at den metriske Geometri, endelig i Projektionen selv ved Siden af 
Reciprociteten gjennem Chasles's videre Behandling 0ver Indflydelse paa Analysen. 

2. En analytisk Geometri, der fremmet gjennem Biot, Lamé og Gergonne hos Pliicker og Bobillier naar sin 
Udvikling med homogene Koordinater, forkortet Betegnelsesmaade, ubestemte Multidlikatorer, Linjekoordinater 
og den udvidede Koordinatbetragtning. 

3. En barycentrisk Analyse, der vel ikke selv vinder Udbredelse, men ved hvis Hjaslp Mpbius er den fprste til at 
skabe Dobbeltforholdet og Kollineationen. 

4. En synthetisk Geometri, hvori Steiner benytter Dobbeltforholdet og de projektive „Grundgebilde“ til at opfpre 
det fuldstasndigste naturlige og organiske System. 

5. En Antalsgeometri, hvortil Poncelet og Pliicker har givet Stpdet og hvis stprste Navne ellers er Chasles og 
Zeuthen. 

Af de na 1 mte Theorikomplexer er den Poncelet'ske den ad ds te og den i den vigtigste Del af Udviklingen videst 
gribende. Vi gjentage derfor endnu engang vort tidligere Udsagn: Poncelet kan med Rette kaldes den möderne 
Geometris Skaber. 


Noter oq Henvisninger 


i. 

') De fprste Spor af et Tegnsprog og de eneste i Oldtiden er hos Diophanf, men om denne Mathematikers 
fuldstamdig isolerede Stilling se Hankel, Zur Gesch. p. 157 og fg. 

2 ) Smgl. f. Ex. Hoeffer, Histoire des Mathematiques (Paris 1874) p. 96 og fg., 114 og fl. St. 

3 ) Her ligesom overhovedet, hvad Graskernes algebraiske Begreber angaar, staai' Diophant fuldstamdig isoleret 
(se Hankel). 

4 ) Hankel, Zur Gesch. p. 112 giver et slaaende Exempel paa Overdrivelsen af denne Art. 

5 ) Hankel, Zur Gesch. p. 135, citeret i en anden Forb. 

6 ) Edm. Halley, Apollonii Pergasi de sectione rationis &c. (Oxonii MDCCVI) p. XXXVII. 
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) Chasles , les trois livrés de Porismes d'Euclide p. 6. 

8 ) Montucla, Hist. de Math. (Paris, an. VII). T. 1. p. 215, ligesaa p. 277 og fg. 

9 ) Chasles fremsatte sine Ideer om Porismerne fprste Gang i Aperqu historique. Senere (1860) udfprte han dem 
fuldstasndig i ovenciterede Vasrk, der dog i Detaljerne mere bpr bctragtcs som en genial Gjetning end som en 
Restauration, hvad det maaske heller ikk e udgiver sig for. 

I() ) Hvor gammel Fasren om den harmoniske Deling er hos Graskerne er i kk e let at sige. lEuklid's efterladte 
Skrifter förekommer den ikke; derimod er det npdvendigt at antage, at dan forekom i Porismerne. Jeg skulde 
helde til at antage den for nrermest beslasgtet med den pythagorceiske Skoles Ideer. 

1 ') Vort Universitetsbibliothek eier den tydske Bcarbcidclsc, „Des Apoll. v. Pergens sieben Biicher iib. 
Kegelschnitte &c. dcutschbcarbcitct von H. BalsanC. (Berlin 1861). Ved velvilligt Laan fra det kongelige Bibi. i 
Kjpbenh. har det vasret os muligt at konferere med saavel Commandinus's Udgave af 1566 soms Halleys store 
Oxforderudgave af 1710. Det var os navnlig af Interesse at konstatere Figurernes Oprindelighed. Comm. har 
förresten frerre Fig. end Hall. 

12 ) Hos Balsam „Wenn von einem Punkte an einen Kegelschnitt „oder an zwei Gegenschnitte (de to Grene af 
samme Hyperbel) zwei „Tangenten und eine beliebige den Kegelschnitt oder bei „Gegenschnitten die eine 
Hyperbel (den enkelte Gren betragtet sasrskilt) „in zwei Punkten schneidende Gerade gezogen werden, so 
verhalten „sich auf dieser letzteren die beiden Stiicke vom Ausgangspunkte bis „zu den Durchschnittspunkten 
mit dem Kegleschnitte wie die beiden „Stucke von der Beruhrungssehne zu denselben Durchschnittspunkten 
„gerechnet“. 

13 ) Hankel, Elem. der proj. Geom. p. 128 fg. 

14 ) Poncelet, Traité des propr. proj. 2den Udg. T. I. p. 75 Note. 

15 ) Fprst nu for Tiden udgives dette vigtige Arbeide i Originalsproget: „Pappi Alexandrini collectiones quas 
supersunt‘“ ed. F. Hultsch. Af dette Vasrk er de to fprste Bind udkomne, 2det medtagende 7de Bog, netop saa 
betids, at jeg har kunnet gjpre Brug deraf. Udgaven har foruden den grasske Text en latinsk Oversasttelse. 

16 ) Dette Forord indeholder blandt andet det senere saa berpmte Problem ,pid tres aut quattuor lineas“, som har 
spillet en Rolle i den analytiske Geometris Udvikling. 

17 ) Prop. 22-64 incl. Hultsch p. 705-771. 

18 ) Hultsch p. 849. 

19 ) Aperqu hist. p. 42. 

20 ) Hultsch p. 866-919. 

21 ) Hultsch p. 867. 
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) Dog har beklageligvis ikke Hultsch fundet sig foranlediget til oftere at aftrykke samtlige Figurer efter 
Haandskrifterne. 

23 ) Produktet Be.qC udtrykkcs paa Grresk: „to vjto 0E HZ " {Hultsch bruger store Bogstaver i den grreskc, smaa i 
den latinske Text); ro 3: Rektanglet. 

9/1 

) Fes trois livrés de Porismes p. 78. 

25 ) 8de Bog have vi i kk e havt Anledning til at gjprc os bekjendt med, da Hultsch's Udgave, som ovenfor angivet 
ikk e gaar saalangt. 



~ 6 ) E. Castel, Destinées de la bibliothéque d'Alexandrie (Revue historique lste Bd. p. 484). 

II. 

') Hankel, Zur Gesch. p. 312 og fg. udtaler sig noget tvivlsomt. Oprindelsen til de ,,arabiske" Cifre er ogsaa 
endnu et aabent Spprgsmaal. Et Par Aarhundreder senere er den arabiske Indflydelse aldeles sikker. 

2 ) Hankel, Zur Gesch. p. 355 og fg. 

3 ) I dette Kapitel er „Aperqu hist.“ mit vigtigste Hjrelpemiddel. Paa nogle Punkter har Universitetsbibliotheket 
kunnet give mig Anledning til selvstasndig Prpve. 

4 ) Desargues's Ide, at overfpre Cirkclcns Egenskaber paa det vilkaarlige plane Snit af den Kegle, der har 
Cirkelen til Basis, betegner Chasles (Aperqu hist. p. 75) udtrykkelig som ikke „venue å 1'ésprit des géométres 
d'Alexandrie“. 

5 ) Chasles nasvner her specielt Poncelet, som lreggende den Desargue'ske Sats til Grund. Dette er dog mindre 
direkte. Poncelet gaar til Begrundelse af sit Homologiprincip ud fra Betragtningen af to Cirkler (Traité des propr. 
proj. Sect. III. Kap. II). 

6 ) Om PascaVs Forhold til Desargues og dennes Ideer se „Comptes rendus“ T. LIV p. 703-715, samt Poncelet's 
Svar paa dette Indi reg i 2den Udgave af Tr. d. pr. pr. T. I. p. 409—10. Det fprste tillasgger mere Desargues, den 
sidste mere Pascal enkelte af Opdagelserne. 

7 ) Montucla, Hist. d. Math. II. p. 62. 

8 ) Tr. d. pr. pr. I. p. XXIX. 

9 ) Ap. hist. p. 127 og fg. 

I() ) Salmon-Fiedler, Analytische Geometri der Kegelschn. 3die Udgave p. 311. 

1 ' ) Ap. hist. p. 172. 

1 ry 

) Efter Citat af Brianchon Journal Polyt. IV. p. 13 kan saaledes nasvnes endnu en engelsk Mathematiker 
Muller, af hvem en analytisk Geometri udkom 1760. 

13 ) Euklids Data, verbessert u. vermehrt v. Rob. Simson, tib. von I. C. Schwab 1780, har et mrerkeligt Anhang, 
indeholdende Stanhope's Bevis for den Pascafske Sexkant ved Cirkelen med de Oplysninger, vi have benyttet i 
Texten. Pag. 260 tilfpies „Dieser Sats ist von „allen Kegelschnitten wahr, und Mylord Stanhope beweist ihn, 
indem „er sie als perspectivische Projectionen von dem K re i se betrachtet". 

14 ) Lidt ovenfor hedder det paa samme Side: „Wenn alle drey „Paare der gegeniiberliegenden Sehnen parallel, 
und das ist, wenn alle „Sehnen [? parvis] gleich sind, so kann man sagen, die gerade Linie, „worin die drey 
Puncte liegen, sey in eine unendliche Entfernung von„dem Kreise". Tilhprer dette i kk e Stanhope selv, saa er det 
dog i kk e yngre end fra 1780. 

15 ) Desvrerre mangler Lambert's hidhprende to Hovedvrerker Perspektivlceren og „Insigniores orbitce 
cometarunC paa Universitetsbibliotheket. 

16 ) De biografiske Meddelelser om Monge og Carnot skylder vi Hoeffer, Hist. des Math. p. 583 og 590 og fgg. 

III. 

') lste Cahier fprer Titelen: Journal polytechnique ou bulletin du travail, fait å 1'école centrale des traveaux 
publics. lste Binds 2det Cah. fprer ny Titel: Journal de 1'École polytechnique ou Bulletin du travail, fait å cette 
école. 
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) Eleverne anvendte for at srette sig ind i den deskriptive Geotris Brug til Arkitektur og Fortification 1 A ar til 
Storeotomi. I Skolens regelmressige Gang var de 3 Dage, som fulgte paa „le decadi", og de 3 Dage, som fulgte 
paa „le qvintidi", bestemte til deskriptiv Geometri. Eleverne samledes Kl. 8 om Morgenen under deres respetive 
„instituteurs“, som siger dem, hvad de i Dagens Lpb have at udfpre. Efter denne Veiledning, som varcr 1/2 Time, 
tras kk e de sig tilbage i „Brigader‘“ paa 20 Mand til egne Tegnesale, hvor de i 2 Timer udfpre det paalagte 
Arbcidc. I hver Sal vaager en „Brigadechef “ over Tidens Benyttelse, klarer Vanskeligheder, der kunne mpde, og 
sretter sit Navn paa de ferdige Blade. Linstituteur og hans Adjutant gaa fra Sal til Sal „holde Iveren vedlige, og 
s0ge at bringe Eleverne til at strrebe efter den stprst mulige Fuldkonmienhed". Senere, heder det, er det 
Meningen, at tage Brigadecheferne blandt de flinkeste af Eleverne, og da man i Begyndeisen manglede Elever, 
der havde gjennemgaaet Skolens Kursus, oprettede man en sasregen Skole, som har vasret fulgt med Iver". Ogsaa 
til Uddannelse af Instituteurer holdtes et Prasliminrerkursus, hvori Stereotomien blev gjennemgaaet foredragsvis 
af Instituteurerne selv, i Lpbet af en Maaned. Brigadechefskolen paa 50 Elever er af megen Interesse; den fulgtes 
af de dygtigste af Eleverne, der selv anstillede nye Underspgelser og saaledes berigede den deskriptive Geometri. 
Monge omtaler med Forkjrerlighed to saadanne Berigelser, af hvilke den ene er den vigtige Sretning, at den 
Flade, som beskrives ved en ret Linjes Bevcegelse paa 3 andre, er af2den Grad o g kan beskrives paa to 
forskjellige Maader. Da Kursuset efter 3 Maaneders Forlpb var tilende, skulde Valget af de 25 Brigadechefer 
foregaa. “Detteoverlodes Eleverne selv, som dem, der bedst kjendte hinanden indbyrdes, og de gjorde et meget 
godt Valg". Brigadecheferne, tilfpies der, have i hpi Grad gavnet Skolen - og vi kunne tilfpie den möderne 
Geometri. Om flere af dem er det bekjendt, at de ogsaa senere deltog i det stprre Arbeide paa de nye Felter. 

3 ) Monge, Géométrie descriptive, nouv. éd. (Paris 1811) p. 59 og p. 66. 

4 ) Til 1810 gaa de nemlig for Monge’s, uden at dette af nogen berigtiges. 

5 ) Vi skulle endog v re re tilbpielige til at stille dette Tidsskrift i Betydning fuldkommen ved Siden af Gergonne’s 
Annaler, hvad opdragende og udviklende Indflydelse i nyere Aand angaar. De hyppige Citater f. Ex. i 
„Applications d'analyse et de géométri" af Poncelet godtgjpr, at Berpringsproblemet, Pappus’s Problem om det 
indskrcvnc Triangel, bcvregcligc Polygoner, kort de fleste af de paa Dagsordenen staaende Spprgsmaal 
tilhprende den lineale Geometri og lign. der har fundet en livlig Diskussion. De stprste af Dåtidens franske 
Geometere have ogsaa der begyndt sin litterrere Virksomhed, saaledes Brianchon, Poncelet, Chasles. 

6 ) Monge, Geom. descr. (Paiis 1811). 
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) „Beliggenhedens Geometri", ,Stillingens Geometri” og lignende Udtryk ere til forskjellige Tider brugte i 
meget forskjellige Betydninger. 1). Leibnitz opstillede et Begreb „Analyse de Situation" (se Carnofs Geom. de 
Position, Forordet og Poinsot, sur les polygones et polyédres, Journal Polyt. Cah. 10), hvorved han forstod en 
Analyse, „der af en multipel Lpsning skulde kunne udtage den bestemte, det inden Opgavens Grrendse eller efter 
dens Aand var pnskeligt at erholde" (Poinsot). Denne Ide synes i kk e at v re re bleven optagen af nogen. 2) Poinsot 
kalder Situationsgeometrien den, der har til Gjenstand „Ordenen og Pladsen i Rummet" uden nogen Betragtning 
af Figurernes Stprrclsc eller Kontinuitet; „denne Slags Geometri er for den alm. Geometri, hvad Tall re ren er for 
Algebraen". Han regner Euler’s Studier over Springeropgaven og Opgaven om „Broerne mellem Flodperne" 
derhen; ligesaa sine egne Studier over Polyedre. Poncelet siger i sin Afhandling „Reflexions sur l'usage de 
1'analyse etc." (se Texten IVp. 43) om Problemet: At indskrive en mkant i et Keglesnit, saa at Siderne gaa 
gjennem rn givne Punkter, at det falder i to Problemer, hvoraf det ene tilhprer „Géommétrie de situation", idet 
nemlig intet angiver „Ordenen, hvori Siderne skulle passere gjennem Punkterne"; (altsaa i den Poinsot’ske Bet.). 
3) En ganske anden Betydning har derimod Carnofs 

„Géométrie de position ", som nrermer sig noget Leibnitz „Analyse de situation". ( Carnot selv siger, det er den 
samme, Poinsot benregter det). Den er „la doctrine des quantités dites positives et négatives". Endelig have vi 4) 



„Die Geometri der Lage“ efter Staudt, hvortil et f0rste Udkast kan paavises hos Gergonne se Kap. VIII (Annales 
16de Bind p. 209: Considérations philosophique sur les élémnents de la Science de 1'étendue; under Rubriken 
Geom. de situation). Denne Geometri gaar som bekjendt ud fra strengt synthetiske Betragtninger over Lovene for 
Elementers (rette Linjers, Punkters, Kurvers etc.) Beliggenhed, naar de ere underkastede Betingelserne, at 
passere igjennem, ligge paa, tangere o. s. v. hinanden og deraf efterhaanden udleder alle saavel deskriptive som 
og de deri indeholdte metriske Egenskaber. 

8 ) Sekt. IV, Theor. XIII og Sekt. VI § 378, udvidet til et vilkaariigt Antal Transversaler i § 379 (Theor. 
XXXVIII). Det kan masrkes, at Camot synes at tro, at han paa fprste Sted, i Sekt. IV, kan bevise sin Sats ved at 
gaa over fra Polygoner til Kurver, idet han lader Polygonernes Sideantal voxe i det uendelige. Dette er imidlertid 
umuligt; derved vilde ogsaa formeget vrere bevist, idet Satsen da maatte gjaslde om grafiske Kurver 0: Kurver, 
der ere tegnede uden nogen Regel eller Definition, hvilket den ikke gjpr. - Der gives i Virkeligheden en Masngde 
S retninger, der gjaslde saadanne grafiske Kurver; hertil hprer f. Ex L re ren om Krumningstyngdepunkter. Denne 
saa vel som alle lignende gjeelde for Polygoner i Almindelighed, o g ere af den Natur , at de vedblive at have 
deresfulde Betydning om Polygonens Sideantal voxer i det uendelige. -1 Sekt. VI er Carnot's Bevis stpttet paa 
Analyse. 

9 ) Camot nrevner lidet sine Forgjrengere. Det synes, som om han ik ke kjender Bcnrevnclscn „harmonisk Deling", 
som han istedet kalder Deling „en segmens proportionnels“, hvilket optages efter ham og holder sig en Tid. Den 
„fuldstrendigc Firkant“ er et Begreb, som skyldes ham. 

I() ) Saaledes fulgtes Cahier 8, der udkom Aar VIII, af Cah. 11, trykt Aar X. De to mellemliggende Cahiers 9-10, 
der ere af megen Interesse, udkom fprt 1810. 

u )Cah. 11 og 13. 
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) Tome VI Cah. 13 p. 297. Sammenlign forpvrigt den analytiske Afhandling af Livet, som gaar umiddelbait 
iforveien. Livet nrevnes undertiden blandt de virksomme Grundlreggere af disse Theorier. Vi have ikke fundet 
Grund til at fremhreve ham i Texten. 

13 ) Cah. 14. Artikelen er forpvrigt dateret „Anvers, ventöse an 13“ (Jan. 1805), og altsaa re 1 dre end foregaaende 
Cahiers 

Trykningsaar. Ifald Artiklerne tryktes, eftersom de ere indkomne, taler der derfor noget for at antage, at 
Brianchon's lste Opsats har v re re t ferdig Irengc fpr dens Udgivelse. 

14 ) Tome VII, 14de Cah. p. 47. Efteråt have angivet Regelen for Ellipsen og nrevnt, at det beskrivende Punkts 
Afstande fra de glidende er lig Axernes Lrengdcr, at saaledes Afstanden mellem de sidste enten er disses Sum 
eller Differents, hvilket giver to Generationsmaader for en given Ellipse, fortsretter han: 

„Avant d'aller plus loin, il est nécessaire d'éclaircir une diffieulté „assez singuliére“. 

„Puisque la méthode que nous exposons ici est générale, elle „doit convenir å toutes les courbes du deuxiéme 
ordre; une méthode „n'est jamais vraie pour une espéce de courbe, sans 1'étre aussi (plus „ou moins modifiée) 
pour les autres espéces du genre dont elle fait „partie; cependant la méthode que nous venons de donner n'est 
„applicable qu'å 1'ellipse, elle n'est déjå plus exécutable pour la „parabole, elle semble impossible pour 
l'hyperbole“. 

„Cette diffieulté tient å la théori des quantités i mag i na i res; „d'aprés cette théorie on va voir que la méthode a lieu 
encore, mais „qu'elle a cessé de'étre graphique par la complication des quantités „qui sont devenues imaginaires". 

Han viser deipaa analytisk, at man erholder en Hyperbel ved istedetfor den reelle Lrengde b for den ene af 
Halvaxerne at antage den i magin re re b sq(-l) og tilfpier: 



„Ainsi 1'hyperbole est encore décrite par he méme procédé que ,,1'ellipse; mais le point générateur réel étant sur 
une droite i mag i na i re „le procédé, ainsi que nous avons déjå dit, cesse d'étre graphique, „sans pour cela 
d'exister“. 

„On fera sans doute quelque difficulté de voir prendre å la fois „sur une méme droite, des lignes et des points 
reéls et imaginaires. „Essayons d'éclaircir cette espéce de paradoxe 14 . 

Denne Förklaring af Paradoxct sker nu atter ved en analytisk Verifikation og han ender saaledes: 

„On en doit maintenant voir - clairement la raison. X et Y (Koordinaterne til et Punkt paa en i mag i mer ret Linje) 
„sont conmie toutes „les au tres quantités imaginaires, de la forme a + p sq(-l) En faisant ,X = x, Y = y (x o g y 
reelle), p devient nul etx, y restant par „consequent réels, quoique coordonnées d'un point plaqé sur une droite 
„dont les autres points sont imaginaires (c'est å dire, ont leurs „coordonnées imaginaires) 11 . 15 ) Torne IV, Cah. 10 
p. 1-15 (se ovenfor Note 10). 

16 ) Af begge gjpr han hele smaa Theorier. 
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) De i Indi. pag. XI omtalte Excerpter er vor vigtigste Kilde til en selvstasndig Opfatning af Tiden og 
Udviklingen fra Monge til Poncelet. 

18 ) Annales 8de Bd. p. 156 fg. 

19 ) Samme Henvisning. 

20 ) Annales lste Bd. p. 337. 

21 ) Annales 3die Bd. p. 293 fg. 

22 ) Annales 3die Bd. p. 302 fg. 

23 ) Annales lste Bd. p. 62. 

24 ) Annales lste Bd. p. 143 fg. 

25 ) Poncelet hrevder, som Texten senere meddeler, ikke inden sin Deltagelse i Felttoget 1812 at have havt 
Leilighed til at gjpre sig bekjendt med Arbeidet i Annalerne. 

IV. 

') Mine Kilder til Poncelefs Personalia er dels Forordene i hans 2den Udgave af Traité des pr. pr. og hans 
Applications I og II, dels Dupins Éloge over ham ved hans Grav. Den sidste findes i Comptes rendus T. 66 p. 85. 
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) 1809 fratraadte Monge som Lasrer ved Ecole polytechnique. 

3 ) Citatet efter Poncelefs Angivelse i Applications I p. 443, hvor dette og nogle af hans pvrige Elevarbeider ere 
optrykte. Man ser af disse bl. a., i hvilken Detalj den deskriptive Geometri dyrkedes. Om en enkelt anden Side af 
hans Studier, nemlig hans Underspgelse over de Gamles Kurver, se Appl. II 255, Noten. 

4 ) Angivne i Journal polyt. Cah. 10 (se ovenfor p. 29 fg.). 

5 ) Om Mangelen paa Begrrendsning i Lovens Udtale af ham paa dette tidlige Stadium se Kap. VII. 

6 ) Det kunde v re re af Interesse at se et Udvalg af de synthetiske Partier heraf. Et saadant Udvalg vilde afgive en 
baade lrererig og tiltrrekkcndc Lresning. 

7 ) Applications I p. 256 og fg. 

o 

) Applications I p. 373 fg. 

9 ) Herom nrermcrc paa sit Sted (Kap. VI). 



10 ) Applications I p. 426.1 en Note paa Foden af p. 427anstiller P. selv (1862) Bctragtninger herover, til hvilke vi 
kun tildels kunne slutte os, da i kk e som dér anfprt fprst 3die Aargang, men som i forrige Kapitel af os paavist 
allerede lste A arg. (1810-11) havde stillet Emnet til Diskussion. 

1 ') Af Forordet til Applications II. 

i ^ 

) Nogle her leilighedsvis afgivne Beviser paa mekanisk Talent skulde blive af Betydning for hans senere 
Fpbebane. 

13 ) Cahier 16. p. 124 („lu å la lre Classe de 1'Inst. 15. Juni 1812“). 

14 ) Annales, 4de Bd. p. 78 fg. 

15 ) Applications, Ip. 135 fg. 

I<r> ) Til Slutning gjpr han den Bemrerkning, at hvad der gjrelder den lineale Geometri i Planet, har Analoga i 
Storcirkelgeometrien paa Kuglen („Konstruktioner udfprte med Rad. lig det indskrevne reg. Oktaeders Kant“). 

1 7 

) Annales, 4de Bd. p. 93 fg. En meg. interessant Artikel. 

18 ) Annales, 5te Bd. p. 61 fg. 

19 ) Frégiers plane Sretning lyder (modificeret): „Et Linjcparbundt, „hvis Centtum ligger paa et Keglesnit, skjrercr 
dette i Punkter, hvis „Forbindelseslinjer danne et Linjebundt" Annales, 6te Bd. p. 229 fg., p. 321 fg., 7de Bd. p. 

95 og senere atter i 9de Bd. p. 241. 

-°) Annales, 6te Bd. p. 326, samt oftere siden. Durrande kaster sig ogsaa siden ind i Gergonne's og Poncelefs 
Diskussion om den rene eller den analytiske Geometris Fortrin, og hrevdcr Euclid's Methoder. Han henyttes siden 
af Gergonne under den opstaaede Feide. 
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) Annales, 7de Bd. p. 229. Chasles og Poncelet nrevne gjerne 1818 som A aret for disse Ideers Fremkomst i 
Henhold til, at Lamé da udgav sin Bog. Man vil forpvrigt allerede tidligere ofte finde Spor af lignende Tanker. 

22 ) Mangler paa Univ.-Bibl. 

23 ) Figesaa. 

24 ) De hpre til de i den nrermeste Tid hyppigst citerede Keglesnitstheorier, og man ser alle Tegn paa, at de 
regnedes blandt de mest idevrekkende Arbeider indtil Poncelefs „Traité des prop. pr.“. 

25 ) Skjpnt som i Indledningen til III angivet Univ.-Bibl. ikke eier mere end de 7 fprste Aarg. af Annales, skulde 
vi alligevel v re re blevne bekjendte med disse Arbeiders Indhold, eftersom nemlig Poncelet har optaget dem i 
Applications II p. 455 fg. 

26 ) Applications II p. 52. 

27 ) Se saaledes Applications II p. 57 fg. 

28 ) Annales 8de Bd. p. 1 fg. 

29 ) Annales, 8de Bd. p. 68 fg. 

30 ) pp. 285 og 325. 

31 ) Annales, 8de Bd. p. 141 fg. 

32 ) Det er os i kk e ganske klart om P. her trenker paa f. Ex. Roben’al's Methode til at drage Tangenter, eller paa 
Betragtninger af Natur, som den om „den uendelig fjerne rette Finje“. Begge Dele kan omtales i de af ham brugte 



Udtryk. 


33 ) Texten Applications II p. 467-68 er frit gjengivet. 

34 ) Annales, 8de Bd. p. 156 fg. 

35 ) Applications II p. 365-454. 

36 ) Os bekjendt i Gergonne's Annaler 1 lte Bd. p. 69 fg., i lste Udgave af Traité des prop. pr. og i Applications II 
p. 555. 

37 ) Applications II p. 504 fg. 

38 ) Ikke optaget i Applications. 

39 ) Ligesaa. 

40 ) Applications II p. 516. De to Problemer vare: 1°. I et Plan er givet tre rette Linjer og to Punkter. Hvad er det 
geom. Sted for et 3die Punkt betinget ved, at de tre Punkter ere Poler til de tre Linjer med Hensyn til samme 
Keglesnit. 2°. Den reciproke Opgave. 

y. 

') Endel af Noterne til „Essai“ basre Aarstal 1818. 

) En saadan Angivelse af en praktisk Nytte i Titelen af ipvrigt rent videnskabelig-mathematiske Underspgelser 
synes Nutiden lidt fremmed. Den var paa den Tid ikke ualmindelig. 

3 ) „Traité“, lste Udg. p. XXXIII; 2den Udg. lste Bd. p. XXII. 

4 ) „Traité“, lste Udg. p. XLVI; 2den Udg. lste Bd. p. XXXII. 

5 ) Det er i kk e lykkes mig at finde det Sted, hvor Citatet findes. Forpvrigt udtaler Dupin paa flere Steder i sit 
Vasrk den i Mottoet indeholdte Tanke. 

VI. 

') Det ene er Problemet om „Pol og Polare 1 ', hvilket nedenfor behandles (pag. 72), det andet Sretningen om de tre 
Lighedspunkter for tre Cirkler (4 Kugler); endelig behander han ligesaa Sretningen om de tre Radikalaxer for 3 
Cirkler. 

'y 

) Fprst efter at dette var sk revet, have vi i „Applications“ II p. 316 Note fundet, at dette Sted af Dupin efter, 
hvad Poncelet der meddeler, var det eneste Exempel, som P. i 1818 kjendte, paa Antagelsen af i mag in re re 
Punkter paa en reel ret Linje. Saameget stprre Pris maa vi da srette paa, under Studiet af Journal Polytechnique 
for 2 Aar siden at have opdaget dette vigtige Sted. 

3 ) Det er her egentlig ufornpdent at citere Navne. Imidlertid henvises til de to fplgende Noter. 

4 ) Apergu hist. p. 197 fg. Chasles ombytter her Navnet „Kontinuitetsprincip“ med ule kontingente Relationers 
Methode“. Ved „kontingente Relationer 11 forstaar han de, der ved Poncelet’s ideale Korrelation ere blevne 
inkonstruktible (i mag inre re), og som altid kunne erstattes i Definitionerne, idet man ombytter de givne 
Definitioner med nye, der kun referere sig til de altid konstruktible Dele af Figurerne. Ved sin Navneombytning 
og sin Fremstilling fjerner Chasles selve Principet tilsyneladende fra det Poncelet’ske. Egentlig indskrrenkes det 
derved samtidig, idet det uendelig fjerne ikke kommer med som hos Poncelet. Poncelet beklager sig over den 
Behandling, hans Princip her faar, se „Applications“ I p. 492 Note. 

5 ) Hankel, Elemente der proj. Geom. p. 7. 



6 ) Applications I p. 124—25. 

n 

) Udhasvet af os. 

8 ) Applications I p. 374-75. 

9 ) Applications II p. 167 fg. 

10 ) Applications II p. 296 fg. 

1 ') Applications II p. 530 fg. 

i ^ 

) Vi sigte her fornemmelig til den Dom, Ponceiet her og altid siden faslder over den bekjendte Fremstilling af 
Imaginasrerne i Planet, som, fprst fremsat med sin fulde Styrke af Argand, siden oplevede saa mange 
besynderlige Tilfelde af Glemsel og Gjenopdagelse. Mod denne drager Ponceiet efter vor Mening temmelig 
ensidig til Felts. Dens Opfatning af det uendelig fjerne synes hel forskjellig fra den Poncelet'ske; men Sagen er, 
at de aldeles ikke gaar hinanden i Veien. 

13 ) Udhasvet af os. 

14 ) Applications II. p. 313. 

15 ) „I1 peut étre regardé comme un véritable axiomet 1 , Appl. II p. 337. 

16 ) Applications II. p. 337. 

17 ) Applications I. p. 125, 375 o. s. v. 

18 ) Monge betragtede den rette Linjes Stilling til Fladen, somnoget tiifceidigt - efter Chasles en „relation 
contingente". Gergonne rassonnerede, som vi tidligere (p. 38-39) have seet, mere overensstemmende med det 
sande Kontinuitetsprincip. 

19 ) „Traité“ I 2den Udg. p. 49, hvor han siger, at det af Kontinuitetsprincipet fplger, at Jons les points ä 1'infini 
d'un plan puissent „étre considerés idéalement comme déstribués sur une droite unique, située „eiieméme å 
Vpinfini sur ce plan“, uden nasrmere at godtgjpre dette. Fprst i den fplgende Sekt. pag. 52 fplger det projektive 
Rassonnement, der leder til samme Theorie. 

20 ) De hidhprende Udviklinger beses Appl. II. p. 346-48. 

21 ) Applications II. p. 543. Udhasvelserne af Ponceiet. 

22 ) Applications II. p. 372. Sanmienlign „Traité“ 2den Udg. p. 31. 

23 ) Vi have tidligere i en Note angivet Steder, hvor Rapporten findes trykt. Ntervasrende Citat findes f. Ex. 
Applications II. p. 557. „Traité“ lste Udg. p. IX—X. 

24 ) Allerede Annales 4de Bd. p. 383 fg. 

25 ) Se herom Applications II. p. 296 Note. 

26 ) „Traité“ I 'p. XVII. (2den Udg.). 
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) Vi kjende det nasrmest gjennem hyppige Citater af Ponceiet, og have ikke underspgt den Förbindelse, hvori 
det er sagt. 

28 ) Ponceiet sigter et Sted i Applications (II. p. 566) til saadanne absurde Reservationer. 

29 ) Smlg. Moigno, Leg. de calc. diff. etc. I p. 209. 


VII. 



') Applications II. p. 69. 

) Se navnlig f. Ex. vor Note til Kap. II. om Schwab's tydske Udgave af Simson's „Euklids Data‘“. Er den her 
forekommende Fortrolighed med Begrebet perspektivisk Projektion en Fplge af Lamberfs Virksomhed? 

3 ) Dog kan rigtignok hele Homologien betragtes som Exempel paa en ikke-plan Perspektiv. Som andre Exempler 
paa, at Projektionen i kk e netop opfanges paa et Plan se „Traité‘“ p. 84 (Art. 166). 

4 ) Masrk her en vis Vaghed i Poncelet's Udtale af Begrebet, en Kurver Orden eller Gradtal: „la ligne du degrée m 
... ne pouvant étre conpée en plus de m points", hvor han endnu i kk e gjpr Brug af Kontinuitetsprincipets mere 
kategoriske Udtryksmaade, men indskrrenker sig til det reelle eller tasller Sammenfald som enkelte Punkter. 

5 ) „Traité“ Art. 9 og fg. 

6 ) Vi kunne i kk e undlade at gjpre opmrerksom paa den Indskrrekning, som Poncelet her har paalagt sig, ved i kk e 
tillige at udstraskke Rresonnementet til Egenskaber, hvori ogsaa Vinkler kunne optrasde. -1 Analogi med den Art 
Egenskaber, han har valgt, kan man gjpre et andet Udvalg af Egenskaber nemlig de, der kan udtrykkes ved en 
Formel mellem trigonometriske Funktioner til Vinklerne paa en primitiv Figur. Kaldes Vinkelen mellem to 
sammenstpdende Linjer A 

og B paa den primitive Figur AB, Vinkelen SA a. Vinkelen SB b, Straalen S's Heldingsvinkel med Planet AB, 

PAb samt Vinkelen mellem Planerne SA og SB (AB) haves 

sinAB 

sin a . sin b 

. sin(AB). 

sin p ab 

Paa Basis af denne Formel, kan nu en lignende Udvikling af projektive Sretninger bygges. Hertil kommer endnu 
den Rcekke Scetninger, der ere blandede, og for hvilke det projektive Kriterium ligeledes kan opstilles. Allerede 
et Par Aar efter „Traité's“ Udgivelse udledede Poncelet projektive Vinkelsastninger ved Hjaslp af de reciproke 
Polar'er (se p. 94). 

n 

) „Traité‘“ Art. 21. Note. Noten indeholder kun, at Brianchon har paavist denne Relations Projektivitet i sin 
„Mémoire sur les lignes du second ordre“. 

8 ) I Anledning af denne Övergång til Involutionen sammenlign „Traité“ Art. 174, hvor det meddeles, at 
Brianchon ved denne Projektion har opnaaet sin Involutionsligning, og forpvrigt Möbius „bar. Cal.“ § 291. 

9 ) Tids. for Math. 1878 p. 33. 

10 ) Lad K (Fig. 1) vasre det givne Keglesnit og mn den rette Linje i Keglesnittets Plan, skjrerende K iAogB. 
Naar man nu for en vis Stilling af S skal projicere mn uendelig fjernt maa Projektionsplanet vaslges i en 
vilkaaiiig Stilling parallelt med SAB. I denne Stilling skal dets Skjasring med Keglen SK vrere af given Form 

Fig. 1 Fig. 2. 

3: dets Assymtotvinkel v re re given; men denne er lig Vinkelen ASB. Hermed er Opgaven overfprt til den, at spge 
det geometriske Sted for de Punker S, hvorfra Korden AB sees under given Vinkel. Man faar altsaa en Torus, 
frembragt ved Omdreining af Cirkelen SAB om mn. - Ifald (Fig. 2) A og B ere i magin re re, vil Torus'ens 



genererende Cirkel fremdeles vrere fuldkommen bestemt. Skal det ved Projektionen erholdte Keglesnit vrere en 
Cirkel, svinder den genererende Cirkels reelle Del ind til et Punkt (en Nulcirkel). 

1 ') Naar et reelt Keglesnit og en samme reelt skjrerende ret Linje skal projiceres til et nyt System med i mag i mer 
Skjrering, vil i kk e alene Projektionscentret men ogsaa det nye Keglesnit blive i magi mert. 

i ^ 

) Sammenlign hermed vor Fremstilling i Anledning af Desargues's Sats Kap. II. 

13 ) Beviset herfor giver et smukt Exempel paa en Projektion i re g te PonceIet'sk Aand: De to givne Cirkler med 
deres endelige reelle (eller ideale) Frellcskordc projiceres til to nye Cirkler, saaledes at den me v n te Korde falder i 
det uendelige; samtidig vil det foregaaende Plans uendelig fjerne rette Linje blive det nye Cirkel pars endelige 
Frellcskordc og Homologiegenskaben som deskriptiv sees at tilhpre begge Frellcskordcr. 

14 ) Apergu hist. p. 214. Saavel i denne som i Ch. 's Rapport fremhreves flere af Poncelefs Sretninger fra 
Reliefperspektivet som srerlig vigtige. 

15 ) Hankel's af os oftere nrevnte „Elemente der proj. Geom.“ synes at v re re den fprste Lrercbog, der nogenlunde 
udnytter den projektive Methode. Den anbefaler sig, foruden ved sin fortrreffelige historiske Oversigt, specielt 
herved.VIII. 

') Saaledes citerer Poncelet i sin „Réflexions sur 1'usage de 1'analyse etc.“ Ann. 8de Bd. „la théorie des pöles“. 
(Smlg. Texten p. 44). 

) Endnu i 12te Bd. af Ann. (Hpsten 1821) findes det plane Analogon opstillet som Problem. 

3 ) Ann. 8de Bd. p. 36. 

4 ) Ann. 9de Bd. p. 289. Den fplgende Ordlyd er i et Par mindre vresentlige Punkter afvigende fra den oprindelige, 
da vort Exceipt her har omskrevet Originalen. 

5 ) Ann. 9de Bd. p. 321-45. Oplysning herom skylde vi Dr. Zeuthen, da vore Excerpter her havde en Lakune. 

6) Ann. lite Bd. p. 326. 

n 

) Ikke lrenge efter meddeler Vecten, Ann. 12te Bd. p. 69, et rent geometrisk Bevis for den lste Sretn., grundet 
paa „den bekjendte Sats om den afkortede Pyramide" 0: Desargues's Sats, der som meddelt da var kjendt 
gjennem Monge's og Brianchon's Udviklinger. 

8 ) 2den Udg. p. 120. 

9 ) A««. 15de Bd. p. 157. 

10 ) Sammest. p. 273. 

1 ') Sammenlign de reciproke Sretninger om vindskjrevc Sexkanter i hans Uddrag af Dandelin's Afh. Ann. 15de 
Bd. p. 387, hvor han ligeledes endnu lader Reciprociteten uomtalt. Det viser sig dog snart, at han har reflekteret 
over dette. 

12 ) Smlgn. Note til Kap. III. 

13 ) Ann. 16deBd. p. 209-331. 

14 ) En anden urigtig Forestilling viser hans Bemrerkning, at det supplementrere Triangel paa Kuglen spiller 
samme Rolle, som det Keglesnit (i Planet) eller den 2den Ordens Flade (i Rummet) m. H. t. hvilken de reciproke 
Polarer dannes. Som bekjendt er det en i magin re r Kegle med Spids i Kuglens Centrum og med den uendelig 
fjerne imaginree Cirkel til Basis, der frembringer denne sfreriske Reciprocitet og spiller den nrevnte „Rolle“. 

15 ) Ann. 17de Bd. p. 37. 



Anal.-geom. Entw. II (1831). Vorrede p. VI. 

1 1 

) Sammest. p. VII. „ist, so viel ich weiss, unabgedruckt und unerwähnt geblieben‘“. 

18 ) Poncelet, Applications II p. 529. 

19 ) Naar Poncelet (sammesteds) siger „Apnl 1827“, man herved hentydes til, at Heftet maaske saa sent kom ham 
i Hasnde. Gergonne'sAitikel findes trykt efter et Arbeide af Abel, dat. 2den Nov. 1826, som aabner Jan.-Heftet, 
og foran Poncelet's Annonce, der er sk revet i Dec. s. A. P. beskylder G. for at have antidateret sin Afh. 

20 ) Ann. 17de Bd. p. 265. Poncelefs Brev trykkes i kk e her i sin Helhed. Resten indtoges under Polemiken i det 
fplgende Bd. Det findes optrykt Tr. d. pr. pr. II. p. 324. 

21 ) „Réflexions sur le précédent art i cl e“ Ann. Bd. 17 p. 272. 

99 

) Efter at have mindet om en tidligere Annonce af Gergonne's om Situationsgeometriens Dualitet hedder det: 
„Dans un Mémoire „présenté récemment å 1'Académie royale des Sciences, M. Poncelet „a repris ce sujet avec de 
plus amples développements ....“. I sit Aftryk af de forskjellige hidhprende Anmeldelser i Ferrusac's Bulletin (Tr. 
d. pr. pr. II. p. 379 fg.) siger Poncelet gjentagende, at de skrive sig fra Gergonne selv under Pseudonymen 
Saigey. Mere herom kjende vi i kk e. 

23 ) Trykt i Ann. 18de Bd. p. 125 samt Tr. d. pr. pr. II. p. 363. 

24 ) Dels som Noter til foregaaende dels i en efterfplgende Artikel, indeholdende den omtalte Rettelse. 

25 ) Aftrykket af denne i Tr. d. pr. pr. II. p. 57 fg. er ikke npiagtig overensstemmende med Originalen. Saaledes 
smlgn. hans Udledelse af en Kurves Klasse p. 68. 

26 ) Anal.-geom. Entw. II. Vorrede p. V (Note). 
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) Smlg. en af Fort. forferdiget Model, forestillende de rette Finjer paa en Flade af 3die Klasse, beroende i 
Kr.ania Univ. Modelsamling. Se ogsaa Catalogue of the special loan collect. of scient. app. at the South 
Kensingt. Mus. 1877 p. 35. 

IX. 

') Se f. Ex. hans Udtalelse i Begyndeisen 4de Sektion, hvor han gaar over til de metriske Egenskaber om 
Vinkler: „On n'en“ (nemlig over at disse metriske Egenskaber falder ind under de projektive) „sera nullement 
étonné, si l'on considére que les propr. proj. des fig. „sont nécessairement les plus générales de celles qui peuvent 
leur „appaitenir; en sorte qu'elles doivent comprendre, comme simples „coiTollaires, toutes les autres propriétés 
ou relations paiticuliéres de ,,1'étendue ...." Art. 446. 

) I dette A ar forfattede han (se nedenfor Kap. X) sin „Théorie générale des centre de moyennes harmoniques“ 
hvori han i Noten II 

(„Traité“ 2den Udg. 1866, II. p. 53) siger, at han vil fremsmtte en almindelig og meget vigtig Observation, 
hvoipaa han i kk e har „insisté“ tilstraskkelig i sin „Traité“ nemlig: „I1 n'est, po ur ainsi dire, aucun „relation 
métrique, en tre les distances d'une figurc, qui ne puisse c tre „préparée, généralisée ou transformée d'une maniére 
convenable pour „satisfaire aux conditions paiticuliéres de projectilbilité indiquée aux „articles 9, 10 et 45 de ce 
Traité et appelées au No. 18 du présent „volume“. Angaaende den Form, som denne Udtale her har, er den 
omarbeidet, saa den passer til 2det Bd. af „Traité“ („présent volume“). 

3 ) „Traité“ Art. 27. 

4 ) Clebsch, Vorlesungen, bearb. v. Dr. Lindemann I. p. 150. 

3 ) Som man ser, kan Systemet af alle Cirkler i samme Plan med samme givne Radius projiceres til det plane 



System af alle Keglesnit (K') der skjasre et givet (K) i to faste Punkter M og N, samt tangere et hvilketsomhelst 
Tangentpar til K fra et Punkt P paa MN. 

6 ) Clebsch Vorlesungen bcarb. v. Lindemann I. p. 147 fg. meddeler disse og flere lignende Egenskaber. De mere 
synthetiske Beviser, vi have meddelt, tilhpre en hel Raskke saadanne for disse og endnu flere Egenskaber. 

n 

) Vi maa ved denne Sastnings Udtale gjpre opmasrksom paa, at det uendelig fjerne Punkt paa en 
Cirkelassymtote, 3: Cirkelpunktet selv, har en aldeles ubestemt Afstand fra ethvert i Endeligheden beliggende 
Punkt i Planet, da det ligger paa enhver Cirkel om samme, hvilken end Radien er. (Blandt alle de Vasrdier, der 
tilfredsstille en vis Ligning, F = 0, vil aabenbart ogsaa de Vasrdier indgaa, der tilfredsstille Ligningen F = 
ubestemt). 

8 ) Nouvelles annales de math. 1853 p. 57 (Citatet efter Clebsch's Vorlesungen I. p. 148, Nouv. ann. holdes ikke 
paa Univ.-Bibl.). 

9 ) Paa Grund af Ubekjendtskab med Laguerre's oprindelige Beviser, anförer vi her et, som medförer noget 
mindre Reduktioner end de, vi ellers har seet. 

1 () ) Cayley, A sixth memoir upon quantics (Philosophical Transact. vol. 149. p. 61). Efter et Par Citater af 
Lindemann (Projectiv. Behandl. der Mechanik starrer Körper p. 5) saa det ud, som om Cayley i denne skulle 
have opstillet Maalsbestemmelsen i Rummet. Dette forholder sig ikke saa; mulig er ogsaa Lindemann paa 
betrasffende Sted misforstaaet af os. Derimod behandler Cayley i nasvnte „Memoir“ bl. a. Maalsbestemmelsen 
paa Kuglen. 

1 ') Mathematische Annalen IV. p. 572 og VI. p. 112.1 disse Afhandlinger överdrager Klein ogsaa Cayley's 
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Maalsbestemmelse paa Rummet. ) Pliicker „Ueber solche Puncte, die bei einer höheren Ordnung als der 
zweiten den Brennpunkten der Kegelschnitte entsprechen". Crelle's Journal Bd. 10, p. 84. 

13 ) Salmon og Hart har yderligere studeret disse Punkter. Sammenlign ogsaa: Elling Holst, „Ein paar allgemeine 
metrische Sätse fur slgebraische Kurven“ Math. Ann. Bd. II p. 341. 

14 ) Det ovenfor nrevnte Habilitationskrift „Projectiv. Behandl. der Mech. starrer Körper‘“. 

X. 

J ) „Traité“ II. p. 1-56. 

~) „Traité‘ ‘ II. p. 57-121. 

3 ) „Traité“ II. p. 122-234. 

4 ) „Traite‘ II. p. 235-310. 

5 ) Om Poncelefs senere Liv findes Meddelelser, dels i Forordene til hans „Applications“ og fornemlig „Traité“ 
2den Udg. I. p. VIII-IX. Se ogsaa Dupin's Tale ved Poncelefs Grav, Comptes rendus Bd. 66 p. 85. 

6 ) Smlg. Hankeb. Elem. der proj. Geom. p. 21. ..Bar. Cal.“ omtaler (Forordet p. XI) to Opgaver stillede som 
Anhang til „Beob. auf der Kön. Sternwarte zu Leipz. 1823“. 

7 ) „Bar. Cal.“ p. 426. 

8 ) Smlg. „Apergu historique" p. 294. Meddelelsen om Ceva's Geometri „De lineis rectis se invicem secantibus 
statica constructio". 

9 ) „Bar. Cal.“ p. 266 fg. 

10 ) ,J3ar. CalC p. 310, Note. 



1 ') Denne almindelige Definition, som vi optage efter Hankel, ligger fornemlig indesluttet i en indskudt 
Parenthes, p. 302. Man vil maaske indvende, at Möb. om Reciprociteten bruger Ordet „Entsprechen‘“ istedetfor 
„Verwandtschaft‘“. 

12 ) ,Par. Cal.“ p. 243 fg. 

13 ) ..Bar. Cal.“ p. 317, ligesom Forordet p. XII. 

14 ) De senere tydske Behandlinger f. Ex. i Clebsch, Vorlesungen o. 1. ere Uddrag af Möbius's : ..Bar. Cal“, der 
ogsaa har den simple Betegnelse (A, B, C, D). 

15 ) ,£ar. Cal.“ p. 298. 

16 ) „Entwickehmgen“ I, Fortalen p. VII. 

17 ) ,Annales“ 7de Bd. p. 322. 

18 ) ,Annales“ 4de Bd. p. 93. 

19 ) Yttring i Fortalen til lste Bd. p. V. 20 ) Plticker var ipvrigt vel kjendt med fransk Fitteratur. Han havde 1823- 
24 opholdt sig i Paris for at fuldende sine Studier. ( Clebsch „Julius Pliicker“ p. 3). 

21 ) p. 25. 

22 ) „Entwickelungen“ II. p. IX. 

23 ) Man stpder oftere hos Plucker paa, at Blikket paa en geomettisk Figur hos ham har fremkaldt Ideer og endog 
vigtige Fremskridt. Saaledes se Forordet til „System der anal. Geom.‘“ 

24 ) Crelles Journal 12te Bd. 

25 ) Mest ved vanskelige og dybsindige Theoremer til at bevise. 

26 ) „System. Entw.“ samt ..Die geom. Konstr.“, som vi for begges Vedk. andensteds have havt Anledning til at 
gjpre os bekjendt med, er som bekjendt sjeldne Bpger; det er trods megen Umage ikke lykkedes Univ.-Bibl. at 
faa anskaffet den fprste tidstnok til vort Brug. 

) Vore Kilder have vasret dels HankeVs „Elem. der proj. Geom.‘“ dels Clebsch's „Jul. Pliicker“, dels allehaande 
litteraere Oplysninger i forskjellige andre Vasrker f. Ex. Clebsch, Vorlesungen „Steiner's Vorlesungen 1 ' ved 
Geiser og Schröter, som jeg kun betragter som Steiner „paa anden Haand“, har naturligvis dog vaeret mig til 
megen Veiledning. 

28 ) „Steiner's Vorlesungen" II, SchröetePs Forord p. IX. 

- L) ) Citatet efter Hankefs „Elemente der proj. Geom.‘“ p. 26. 

30 ) Forpvrigt er det bekjendt og har faaet Crelle's Bevidnelse, at Steiner's fprste Arbeider i Crelle's Journal ere 
uden Paavirkning af enten Möbius eller Poncelet. 

31 ) Se vor i Kap. V givne Oversigt over „Traité's‘“ Indhold. 

32 ) Vor Hovedkilde er selvfplgelig hans egen „Rapport“, tildels ogsaa Clebsch „Jul. Pliicker“. 

33 ) Aperp. hist.‘“ Note X p. 308. 

34 ) F. Ex. Hankel : (Efteråt have udtalt sin Misbilligelse af Chasles's Taushed endog i sin „Rapport“, hvad det 
tydske Arbeide angaar) „Dem „gegenliber miissen wir freilich zugeben, dass seine obengennannte Schrift 
(Aperp. hist.) „auch in Deutschland fast mehr als irgend eine andere „zum Fortschritte der neuern Geometrie 



insofern beigetragen hat, als „sie durch Lebendigkeit des Vortrages, glänzende Schlagwörter und „geistreiche 
Skizzirung der wichtigsten Theorien den bisher sehr „kleinen Krcis der Freunde der Geometrie bedeutend 
erweiterte". („Elem.“ p. 28). 

35 ) Annales Bd. löp. 209 fg. Se Kap. VIII. 

36 ) Sammenlign F. Klein „Vergleich. Betrachtungen iiber neuere geom. Forschungen“ p. 17. 
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